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1 Saptamana 1 

Structura afina a unui spatiu vectorial 

1.1 Varietati liniare 

Fie V un spatiu vectorial cu scalari intr-un corp K. 

Definifia 1.1. O varietate liniard in V este o submultime a lui V de forma 

ci ~\~ Lf i= {A —|— r/1 r/ C Lf} - , 

unde a G V §i U este un subspatiu vectorial al lui V, sau multimea vida. Multimea A(V) a 
varietatilor liniare ale lui V ordonata de incluziune se numeste structura afina a lui V. 

Propozi^ia 1.1. Daca A = a + U G A(V) §i b G A, atunci A = b + U. 

Demonstrate. 


□ 

Corolarul 1.2. O varietate liniara A este subspatiu vectorial daca §i numai daca 0 G A. 

1.2 Spa^iul director §i dimensiunea unei varietaji liniare 

Propozi^ia 1.3. Daca a + U = a' + U' G A(V), atunci U = U'. 

Demonstrate. 


□ 

Asadar, in reprezentarea unei varietati liniare nevide A sub forma a + U, subspatiul vectorial 
U este unic determinat de A. Acesta va fi notat cu D(A ) §i se va numi ( sub)spaj:iul ( vectorial ) 
director al varietatii liniare A. 

Definijia 1.2. Spunem ca varietafile liniare A, B £ A(V) sunt paralele, §i scriem A\\B, daca 
D(A)CD(B)sauD(B)CD(A). 

Definijia 1.3. Definim dimensiunea unei varietati liniare A astfel: 


dim(A) : = 


dim(D(A)) daca A / 0 
—1 daca A = 0. 


Definitia 1.4. ► Daca dim(A) = 1,2 sau p, atunci A se nume§te dreapta, plan sau p-plan. 

► Daca dim( A) = 0, atunci A este formata dintr-un singur element numit punct. 

► Daca 0 G A, atunci A se numeste dreapta vectoriald, plan vectorial sau p-plan vectorial. 

► Daca D(A) este un hiperplan vectorial, atunci A = a + D(A) se nume§te hiperplan. 

► Daca V este un spatiu vectorial n-dimensional, atunci orice hiperplan al lui V are di¬ 
mensiunea n — 1. 
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Propozijia 1.4. Fie V, W doua spafii vectoriale peste corpul K §i f : V —> W o aplicafie liniara. 
Daca B este o varietate liniara a lui W, adicd B £ A(W), atunci / _ 1 (B) := {a £ V\f(a) £ B} este 
o varietate liniara a lid V, adicd f~ 1 (B) £ A(V). 

Demonstrate. 


□ 

Corolarul 1.5. Fie V §i W doua spafii vectoriale peste corpul K §i f : V —> V\I o aplicafie liniara. 
Daca B £ A(W) este astfel incdt /“ 1 (B) 7 ^ 0 §i a £ / _ 1 (B), atunci / - 1 (B) = a + f~ l (D(B)), 
fapt care aratd ca D (/ - 1 (B)) = f~ x (D(B)). In particular, daca pentru un element b £ W avem 
f~ x (b) t - (Z) §i a £ f~ l {b), atunci D (f~ l {b)') = / _1 (0yy) = ker (f), adicd f~ x (b) = a + ker(f). 
A§adar solufia generala a ecuafiei neomogene f(x ) = & este suma dintre o solute particulara a 
ecuafiei neomogene f (x) = b cu solufia generala a ecuafiei omogene f(x) = Oyy. 

1.3 Intersec^ia unei familii de varietaji liniare 

Propozi^ia 1.6. Daca {A } ;€ / este o familie de varietafi liniare ale spafiului vectorial V, atunci 

f]A i( EA(V). 

iel 

Demonstrate. 


□ 

Corolarul 1.7. Daca este o familie de varietafi liniare 

P| Aj 7 ^ 0, atunci D Q A; = Pi ^HA)- acest caz dim 
iel Kiel / iel 

Propozi^ia 1.8. Daca a §i b sunt puncte distincte in V, atunci exista o singurd dreapta, notata cu 
ab, care confine pe a §i b. 


ale spafiului vectorial V astfel incdt 


P A ) = dim ( P D(Ai 


\iel 


Kiel 
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Demonstrate. 


□ 


Apendix. Relalii de recuren(a liniare 


Fie K este un corp. Notam prin K k multime tuturor §irurilor de elemente din K, adica 
mulfime tuturor functiilor a : IN —> K. Vom nota cu a(n) sau cu a n valoarea functiei a pe 
numarul natural ft. In cazul al doilea, vom nota cu (a n ) n >o sau, simplu, cu (a n ) §irul/func1;ia 


a. Daca a. G K §i a,b G K N , definim §irurile a + b, a ■ b §i a. ■ a prin ( a + b){n) := a{n) + b(n) 
{a ■ b) (ft) := a{n)b{n) §i {tx • a) (ft) = m{n), adica, ( a + b) n = a n + b n §i {tx • a) n = aa n , for all 
ft G IN. Multimea R IX este evident un K-spatiu vectorial fata de operatiile: 

K n xK n —x fC N , {a, b) ha a + b (1.1) 

KxK n —)K n , (a,(!)4r(i. (1.2) 

Putem scrie aceste operafii astfel: 

K k X K n — ► K n , ((«„), {bn)) HA {a n ) + {bn) := {a n + bn) (13) 

K x K k —x K k , (a, {a n )) ha a • {a n ) '■= ( oca n ). (1.4) 

De fapt K n este chiar o K-algebra fafa de operafiile ( |1.1[ ), ( |1.2| > §i 

K n xK n —x X N , {a,b) ha « -ft sau (1.5) 

X ((«„), (&„)) HA («„) • {b n ) := («„&„). (1.6) 


De altfel operafia externa ( |1.2[ ) (sau (|1.4| >) poate fi obfinuta din operafia binara ( |1.5| ) (sau 
(1.6)) prin restricfia scalarilor de la la K C K N . Intr-adevar K se scufunda in K N prin 
incluziunea care asociaza scalarului k G K §irul constant {k n ), adica k n = k pentru orice 
ft G IN. Observam ca spatiul vectorial este infinit dimensional deoarece submultimea sa 
infinita {e\,e^,e^,.. unde 


e\ (1,0,0,...), C 2 (0,1,0,...), e$ (0,0,1,...), 
este libera (liniar independents). De asemenea orice functie R : K ]K —> K k de tipul 
R{ttn)n >0 = (Cj-(ft)fl w -|-f + C r -i{n)(l n -\- r —i • • • + Co(ft)ftn) n >o / 

unde Co,..., c r G sunt r §iruri date, este liniara. A§adar imaginea inversa 

R~ 1 {f) := jfl G fC N : c r {n)a n+r + c r -\{n)a n+r -\ 4 -bc 0 (ft)ft,i = f{n), Vft > o| 

a unui §ir / G este o varietate liniara a lui R IX a carui directie este subsptiul 


kerR = R 1 (0) = |« G X N : c r {n)a n+r + c r -\{n)a n+r _\ + • • • + Co{n)a n = 0, Vft > 0 j . 
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Ecuatia 

c r (n)a n+r + c r -i{n)a n+r _i H-f c 0 (n)a n = f{n), Vn > 0, (1.7) 

care defineste varietatea liniara /A 1 (/), se nume§te relate de recuren^d liniard neomogena de 
ordin r, iar ecuatia 


c r (n)a n+r + c r -i(n)a n+r -i H-b co(n)a n = 0, Vn > 0, 


( 1 . 8 ) 


care define§te subspatiul ker R al lui KX, se nume§te relate de recuren^d liniard omogend de 
ordin r. Daca §irurile Cq, ... ,c r G K N sunt constante, atunci (1.7) §i (1.8) devin 


c r a n+r + H-b c 0 a n = f(n), Vn > 0 (1.9) 

c r a n+r ~b c r —\a n -\-r—\ ~b ■ ■ ■ ~b c§a n = 0, Vw b> 0 (1.10) 


§i se numesc relate de recurentd liniard neomogena de ordin r cu coeficien^i constant respectiv 
relate de recurentd liniard omogend de ordin r cu coeficienfi constant. 

Examplul 1.1. (|2l p.62]) Relaiia de recuren(a liniara neomogena de ordin 1 

a n +1 = c(n)a n + f(n) (1.11) 


are solutia generala 

a n = floc(0) • • • c(n — 1) + c(l) • • • c(n — l)/(0) + c(2) • • • c(n — 1)/(1) 

H-b c(n - 1 )f(n - 2) + f(n - 1). 


( 1 . 12 ) 


SOLUpiE. Putem presupune ca termenii §irului (c(n)) sunt toti nenuli, deoarece termenii 
c(n ) care ar fi zero nu ar implica valoarea f(n) a termenului a n+ 

Luuand n = p in rela(ia de recuren(a ( |1.11| ) §i impar(ind-0 cu produsul c(0) • • -c(p) 
obtinem 


‘P +1 


fip) 


c(0) ••■ c(p) c(0 )••• c(p — 1) c(0)---c(p)‘ 

Dand acum lui p succesiv valorile 1,2,... n — 1 obtinem 

/(l) 


(1.13) 


$2 


a i 


c(0)c(l) c(0) c(0)c(l) 

a 3 a 2 _ /( 2 ) 


c(0)c(l)c(2) c(0)c(l) c(0)c(l)c(2) 


a n —i 


f(n - 1) 


c(0) • • • c(n — 1) c(0) • • • c(n — 2) c(0) • • • c(n — 1) ’ 


(1.14) 


Adunand relatiile (1.14) obtinem 

An _ fiX) 


+ 


m 


c(0) • • • c(n — 1) c(0) c(0)c(l) c(0)c(l)c(2) 


+ • • • + 


fin- 1 ) 


c(0) • • • c(n — 1)' 


adica tocmai relatia ( |1.12| ). □ 

Observam acum ca solutia generala ( 1.12) a relatiei de recurenta liniara neomogena de 
ordinul 1 ( 1.11) are componenta Oqc(0 ) ■ ■ ■ c(n — 1) care, atunci cand Oq parcurge intregul 
corp K, genereaza nucleul ker R al transformarii liniare 


R : K 


■N 


t K , R^a^j^yQ — (fl M _|_i c(rz)fl n ) w >o. 
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iar §irul (£n) n > 0 , unde £ 0 = 0 §i 

In := c(l) ■ ■ - c(n- l)/(0) +c( 2 ) ■ ■ - c(n- 1)/(1) H-f c(n — l)/(n- 2 ) + f(n - 1), Vn > 1, 

este o solute particular^ a ecua(iei X(a n ) = f(n), Vn > 0. In termenii aplicatiei liniare 
solutia generala a recurentei liniare ( | 1 . 11 [ ) este 

ker R + (£;;)ji> 0 = ((<^J!)«>o) v (£n)n> 0/ 

unde </>o = 1 / iar (p n = c( 0 ) • • • c(n — 1 ) pentru n > 1 . 

Daca §irul (c(n)) este constant §i are termenii egali cu c, atunci relatia de recurenta liniara 
neomogena de ordin 1 cu coeficienti constant 

a n+l = ca n + / (w) 


are solutia generala 

n—1 

= aoc n + ^ c fc /(n — k — !)• 
fc =0 

Teorema 1.9. (|2J p.68]) Dfldz s esfe o rdddcind de ordin m a polinomului 

c r X r + c r _ 1 X n+r ~ 1 + ■ ■ ■ + ciX + c 0 <= C[X], (1.15) 

atunci §irurile (n k s n ) n > q, 0 < k < m — 1 sunt solutii ale relatiei de recurenta liniara omogend de 


\ m \... ( y — s p ) m P, Si s y - pentru i ^ j, 


ordin r cu coeficienti constant ( 1.10 1. Daca 

c r X r + c r —\X nJrr ■*■ + •••+ CiX + Co = c r (X — Sl ) m ' • • • (X jpj ■, j t 

atunci solutia generala a recurentei liniare omogend de ordin r cu coeficienti constant (JTTToJ) este 
multimea combinatiilor liniare a §irurilor (n fc s”) M >o, 0 < k < mj — 1,1 < l < r. 

A§adar 

ker R = {(sj), (ns;).(sj), (ns?)..(sj), (ns;).(n^-is”)), 

unde 


X : K 


IN 


> R(a n ) n >o — (cj-fljj+r + + • • • + Coa n ) n y 0 , 


iar si,..., s r sunt radacinile polinomului ( |1.15| ), numit polinomul caracteristic al recurentei 
liniare omogene de ordin r cu coeficienti constant ( |1.10| ). Prin urmare ker R este un subspatiu 
finit dimensional al lui X R §i dim ker R < r. 

Examplul 1.2. Vom determina sirul lui Fibonacci definit de relatia de recurenta 


F n 


F n -1 + F n - 2 


si conditiile initiale Fq = 0 §i F\ = 1. 


SOLUflE. Ecuatia caracteristica este r 2 — r — 1 = 0 §i ea are radacinile r\ 
Prin urmare §irul (a n ) are forma 


F n = A 


’i + vV 


+ p 


'i-Vs' 


1+V5 


§1 r 2 


1-V5 

2 


iar constantele reale A 

f 0 = 
Fi = 


§i F 

= 0 
= 1 


se determina din conditiile initiale 


A ; 11 — 0 

= 1 


A = 

p = 


A§adar 


1 



VS’ 


(1.16) 
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1.4 Probleme 


1. Se considera un corp finit K cu card (K) = q. 


(a) Detcrminati numarul punctelor unei varietati p-dimensionale ale lui K n . 

(b) Detcrminati numarul dreptelor lui K" care tree printr-un punct fixat. 

SOLUpiE. ( [la] ) Vom arata ca o varietate p-dimensionala a lui K n are qP elemente. Con- 
sideram in acest scop o varietate p-dimensionala A — a + {d \,..., dp), where d \,..., dp 
sunt LI. Se poate u§or arata ca aplicajia 

F —y A, F..., Xp^j — u x\d\ ~\~ • • • ~\~ Xpdp 


este bijectiva. Prin urmare numarul punctelor unei drepte a lui K n este q, 


(lb) Numarul dreptelor lui K n care tree printr-un punct fixat este egal cu numarul 
subspatiilor unu dimensionale ale lui K n . Pentru a determina numarul subspatiilor 
unu dimensionale ale lui K n observam ca acestea punctate (adica subspafiile unu di¬ 
mensionale din care a fost exclus originea lui K n ) sunt clasele de [x] echivalenta ale lui 
K n \ {0} fata de urmatorare relatie de echivalenta 


x ~ y daca exista AeK astfel incat y = Ax. 


Daca notam cu r cardinalul multimii subspatiilor unu dimensionale ale lui K n §i cu 
Xi,... ,x r un sistem de reprezentanfi ai partifiei K n \ {0} j ~ observam ca K H \ {0} = 
[xi] U • • • U [x r ] precum §i ca [x z -] = q — 1 pentru orice i = 1,..., r. A§adar q n — 1 = 

q n — l 

r(q — 1 ), fapt care arata car = --—. 

2. In R 4 se dau planul a = (2,4,1,2) + ((1,1,1,1), (0,1,0,1)) §i dreapta D = (2,3,—1,1) 
+ ((1,1, —1,1)). Sa se determine Dn«. 

3. (A se vedea §i |j3} Problema 1, p. 91]) Care dintre urmatoarele submultimi sunt varietati 
liniare ale spatiilor lor ambiente ? 

(a) A := {(xi,X 2 , X 3 ) G 1R 3 : 2xi — X 2 + X 3 — 2 = 0} 

(b) B := {(xi,X 2 , X 3 ) G 1R 3 : (x\ + X2,2x2 + X 3 , X 3 — 2xi) G A} 

(c) C := { {x\, Xj_, X 3 ) G 1R 3 : x^+x^+x^— 2 x 1 X 2 — 2 xiX 3 + 2 x 2 X 3 = 0} 

(d) D := {(xi,X 2 ,X 3 ,X 4 ) G R 4 : xj + X 2 - 2 x 3 + X 4 = 0} 

SOLUflE. 
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4. Fie a\, ci 2 , ■ ■ ■, a n , b\, bi, ■ ■ ■, b n doua §iruri finite de numere reale. Fie I CRun interval 
deschis § g : I —> R o tunc tie de clasa C 00 . Care dintre urmatoarele submultimi sunt 
varietal! liniare ale spafiului C°°(7) ? 

(a) A := {/ e C°°(7) : /■”) + a \/(” ^ + • • • + a n -if' + cinf + g = 0}; 

(b) B:= {he C°°(7) : h^ + &i/z (n_1) + ■ ■ ■ + b n -$ + € A}; 

(c) C := {cp e C°°(I) : cp 3 — 5<p 2 + 6cp = 0}. 

SOLUFIE. 


5. (f3j, Problema 2, p. 91]) In spafiul R 4 se dau varietafile liniare 

a = (24,2,1), D = (1,3,0,0) + ((1,1,1,1)) 
a = (1,0,1,0) + ((2,1,3, -1), (1,0,2, -2)) 
77= ((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0)). 

Care dintre urmatoarele relatii au loc ? 

► a e D, ► a e cl, ► a e 77, ► D||a, ► D||T7, ► a||T7, ► D C a, ► a C 77. 
SOLUpiE. 


6 . (|3i Problema 11, p. 94]) In spafiul vectorial 1/ (dim 1/ > 4) se dau trei puncte distincte 
a, b, c §i un plan a. = a + {d\,dj). Sa se determine o varietate liniara 4-dimensionala 
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A G A(V) care confine punctele a, b §i c §i este paralel cu a. 


7. (f3[ Problema 13, p. 95]) Consideram un spatiu vectorial V, o varietate liniara r- 
dimensionala A G A(V) §i un punct b G V. Sa se arate ca exista o singura varietate 
liniara r-dimensionala B G A(V) astfel incat b G B §i B\\ A. 

SOLUTIE. A\\B G4> D(A) C D(B) sau D(B) C D(A). Dearece dim D(A) = dim D(B), 
rezulta ca D (A) §i D (B) sunt in relajia de incluziune daca §i numai daca D (A) = D(B). 
A§adar singura varietate liniara care confine b §i este paralela cu A este B = b+D(A). 

8 . Sa se arate ca un hiperplan H = a + (d\, ..., rf„_i) a lui R” este caracterizat de ecuajia 

Ct'Y ^2 * * * ^vi 


4, 4-i ■■■ 4-i 

unde a = {a\,a 2 , ■ ■ ■, a n ) §1 rff = {d},df, pentru 1 < z < n — 1. 
SOLUpiE. 


9. Gasiti solutia generala a recurentei liniare neomogene de ordinul 1 cu coeficienti constant 

Uyi-l r \ — Cflj; “I - 


SOLUTIE. 
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10 . Arata^i ca 



a + ZiV 1 

Si V 2 • 

■ SiV m 


frv 1 

a + • 

■ SiV m 


ZmV 1 

SmV 2 

■ a + £ m t] 

SOLUTE. [] 




— a m 1 (a + £ ii] 1 + ■ • • + £ m i] m ). (1.17) 


11. Determina(i §irul (a n ) datprin relatia de recurenta a „_|_2 = 2 (a n+ \ — a n ) §iprincondi(iile 
inijiale Aq = a \ = 1 . 

SOLUTIE. 


12. Determinate in functie de flg si a\ §irul dat prin relatia de recurenta liniara 

a n +2 ~ (Si + S2)fl H +i + S\S2Cln = 0. 

1 Indicate. Aratati mai intai ca determinatul de mai sus, sa-i spunem A m , satisface relatia de recurenta 

A m = aA m -i + 
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SOLUTIE. 


13. Daca (F„) noteaza §irul lui Fibonacci (definit de relatia de recurencta Fn — Fi- 1 + F 7-2 
§i condi^iile ini^iale Fq = 0 §i Fi = 1), aratafi ca 


-n +1 


lim 

H—>00 f-„ 


1 + ^5 


(1.18) 


SOLUTIE. Daca (p = 1+ 2 V ^ / observam ca (p = 1 + Pe de alta parte termenii §irului 
R„ = satisfac relafiile 


= 


H + l 


F; + F;-i _ i 1 




n—1 


(1.19) 


A§adar avem succesiv: 

|F„ - <p| = 


1 + 


^17-1 


F + F 


1 1 


<P R n —i 

V 4>) 


Fn—i (p 


F-n—ltp 


1 . . / 1 


Deoarece 0 <i< 1 , deducem ca lim ( — 

T 12—^00 \ (p 


n —1 


|Ri - <p|. 


22 — 1 


= 0 §i deci lim 


F 


M + l 


— r = Urn R n = (p. 

n —>oo t n n —>oo 


Observa^ia 1.1. Calculul limitei (1.181 se poate face §i trecand direct la limita in relafia 
( 1.191 ), daca §tim ca aceasta limita exista. In solufia de mai sus aratam ca limita exista. 
O alta metoda de calcul a limitei ( 1.18|) folose§te forma (1.16) a §irului lui Fibonacci. 
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2 Saptamana 2 

2.1 Invelitori §i combinajii afine 

Definitia 2.1. Daca M este o submulfime a lui V, atunci varietatea liniara 


af(M) := f]{A \ M C A, A e A{V)} 


se nume§te infa§uratoarea sau anvelopa sail inchiderea afina a lui M. 

Propozi^ia 2.1. (Proprietafile operatorului af ) Fie M,N G V(V) §i A G A(V). 

1. M C a f(M) §i af(M) € A{V). 

2. Daca M C A§i A £ A(V), atunci af(M) C A (af (M) este cea maz mica varietate liniara ce 
confine mulfimea M). 

3. M C N =>■ af(M) C af(N) (Operatorul "af" este crescdtor). 

4. af(M) = M M G Af(V). 

5. af (af(M)) = af(M) (Operatorul "af" este idempotent). 

DEMONSTRATE. 


□ 


In sectiunea urmatoare vom arata ca invelitoarea afina a multimii M este mulfimea combinatiilor 
afine de elemente din M. 


m 


m 


Definifia 2.2. O combinafie liniara ^ \[X[ a.i. ^ A,- = 1, se nume§te combinafie afina. 


i =1 


Propozifia 2.2. O submulfime L a lui V este varietate liniara a lui V daca §i numai daca 



( 2 . 1 ) 


Demonstrate. 
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□ 

Propozi^ia 2.3. Daca M G V(V), atiinci 


af(M) = ■ 

m m 

y j A m G N, Xj G M, Aj G K, i — 1,..., m,yXj — 1 >. 

z=1 z=l J 

Demonstrate. 
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2.2 Dreptele unui spafiu afin 

Amintim ca daca a si b sunt puncte distincte in V, atunci exista o singura dreapta, notata cu 
ab, care confine pe a §i b. Mai precis ab = a + (b — a). 

Propozifia 2.4. Fie V un spavin vectorial cu scalari intr-un corp K cu cel pufin 3 elemente. O 
submulfime L a lui V este varietate liniara daca §i numai daca, odatd cu doua puncte distincte a,b G 
L, multimea L confine intreaga dreapta ab. 

DEMONSTRApiE. 


□ 


Examplul 2.1. Daca corpul K al scalarilor lui V are doar doua elemente, atunci propozi^ia 2.4 
nu are loc. Intr-adevar, daca K = Z 2 = {0, 1 }, atunci submul^imea M := {(0,0), (0,1), ( 1 , 0) 
a planului V = Zj confine toate dreptele care tree prin cate doua puncte din M, intrucat 
dreptele planului sunt formate din doar doua puncte, §i totusi M nu este varietate liniara. 
Intr-adevar, daca M ar fi varietate liniara a lui V, atunci M ar fi chiar subspatiu vectorial al 
lui V deoarece 0 G M. Dar atunci (1,1) = (0,1) + (1,0) ar aparfine lui M, ceea ce nu este 
adevarat. 


Observafia 2.1. Propozitia ( |2.4| > poate fi rescrisa in termenii aplicatiei 

a : V(V) —> V(V), a(M) = {tx + (1 - t)y\x,y e M,t € K} 


( 2 . 2 ) 


astfel: 

Fie V un spafiu vectorial cu scalari intr-un corp K cu cel pufin 3 elemente. O submulfime L a lui V 
este varietate liniara daca §i numai daca ci{L) C L. 

Observa^ia 2.2. Fie V un spafiu vectorial cu scalari intr-un corp K. Daca M C V, atunci 

M C oc(M) C a 2 (M) C • • • C af(M). 

Intr-adevar, incluziunea M C a(M) este evidenta, fapt care arata ca 

M C a(M) C ol 2 (M) C • • • C cc k {M) C • • • . (2.3) 


Cornel Pintea 


Page 13 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 









MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


Din rela^ia M C af(M) deducem a(M) C a(af(M)) C af(M), precum §i ca x k (M) C af(M), 
pentru orice k > 1 . 


O intrebare naturala care apare in legatura cu §irul ( ]2.3[ ) este daca termanii acestuia 
acopera intrega invelitoare afina a lui M incepand cu un anumit rang. Daca spatiul am- 
biant V a lui M este finit-dimensional, atunci raspunsul este afirmativ, a§a cum vom vedea 
mai tarziu. 


2.3 Probleme 

1. Sa se arate ca doua varietati liniare r-dimensionale A §i B ale unui spatiu vectorial V 
sunt paralele daca §i numai daca D(A) = D(B). 

SOLUpiE. 


2. In R 4 consideram urmatoarele varietati liniare 

(t \ f x i + x 3 -2 = 0 

^ 1 ' \ 2xi — X2 + X3 + 3x4 — 1 = 0 

{ X\ + X2 + 2 x 3 — 3X4 = 1 

X 2 + X 3 — 3 X 4 = “1 

Xi — X2 + 3X4 = 3 

(a) Sa se determine dimensiunile lui L\ §i L 2 §i sa se scrie ecua^iile lor paramertice §i 
vectoriale. 

(b) Sa se arate ca L\ || L 2 . 

SOLUpiE. 
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3. In spafiul afin R” (n > 2) se dau dreapta 

A = (a 1/ ...,a n ) + ((pi,...,p n )) f (p?H - pi > 0) 

§i hiperplanul H : oi\X\ + • ■ ■ + oc n x n + /3 = 0, + • • • + >0). Sa se arate ca A||H 

daca §i numai daca 0 i\p\ + • ■ • + x n p n = 0. 

SOLUpiE. 


4. Sa se arate ca pentru orice submultimi M §i N ale spatiului vectorial V are loc relatia 

af (af(M) U af(N)) = af (M U N). (2.4) 

SOLUpiE. Deoarece M U N C af(M) U af(M) §i M,N C af(M U N), rezulta ca 

af (M U N) C af (af(M) U af (M)) (2.5) 

§i af(M), af(M) C af(M U N). A§adar af(M) U af(M) C af(M U N) §i deci 

af (af(M) U af(M)) C af (af(M UN)) = af (M U N). (2.6) 


Folosind incluziunile (|2.5|> §i (|2.6[) deducem egalitatea (2.4). 
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3 Saptamana 3 


Observa^ia 3.1. Daca V este un spa^iu vectorial n-dimensional §i M C V este o mul^ime 
nevida, atunci 


, m m . 

af(M) = | ^ A i x i 1 < m < n + 1,A, G K,Xj G M,i = 1 ,m, ^ A, = 1}. 
i =1 i=l 


3.1 Teorema dimensiunii. Paralelism 

Propozi^ia 3.1. Daca A, B G A(V), a G A, & G B, atunci 

af(A UB) = fl + D(A) + D(B) + (&-«). 


DEMONSTRATE. 


□ 


Propozi^ia 3.2. Fie A, B G A.( V), a £ A, b £ B. Atunci 

ADB y^(Z) <=^ (b - a) Q D(A) + D(B). 


Cornel Pintea 


Page 16 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 







MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


Demonstrate. 


□ 

Propozijia 3.3. Daca varietafile liniare A §i B an un punct comun a, atunci avem af(A U B) = 
a + D(A) + D(B) §i AHB = a + D(A) n D(B). 

Demonstrate. 


□ 

Examplul 3.1. Daca A, B sunt varietal! liniare intr-un spajiu vectorial peste K Z 2 §i A fl 
B 7 ^ 0, atunci 

af(A U B) = {ta + (1 — t)b \ a G A, b G B, t G K}. (3.1) 

Ipotezele AHB 7 ^ 0 §iK Z 2 sunt esen^iale. 

SOLUpiE. 


□ 


Observa^ia 3.2. Fie V un spajiu vectorial peste corpul K. 

1. Daca A,B G A(V) sunt varietal! liniare astfel incat AHB 7 ^ 0, atunci se poate u§or 
arata ca a(A U B) = {A a + (1 — A )b \ a G A,b G B,A G l<C}unde oc este funcjia ( |2.2[ ). 
Egalitatea |3.1[ ) ne arata ca pentru M = A U B invelitoarea afina af(M) = af(A U B ) 
este acoperita de la prima iterare adica egalitatea af(M) = oc r (M) are loc pentru 

r = 1 . 
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2. Daca A este o varietate liniara a spatiului vectorial V de dimensiune cel putin unu §i 
c G V \ A un punct dat, atunci a({c} U A) = U«eA af(fl,c). Faptul ca a({c} U A) = 
U, 7 eA af(fl, c) nu este o varietate liniara (a se vedea problema A2|T])) arata ca egalitatea 
oc r ({c} U A) = af({c} U A) este satisfacuta pentru r > 2. Se poate arata ca a 2 ({c} U 
A) = af({c} U A) in cazul K Z 2 . 


Teorema 3.4. (Teorema dimensiunii) Fie A, B varietd^i liniare nevide definit dimensionale. 

1. Daca A n B 0, atunci dim af(A U B) = dim(A) + dim(B) — dim(A D B). 

2. Daca A n B = 0, atunci dim af(A U B) = dim (D(A) + D(B)) + 1. 

Propozifia 3.5. Presupunem ca dim(V r ) = n. Daca varietatea afind A G A( V) nu are niciun 
punct comun cu hiperplanul H, atunci A| \H. 


Demonstratie. 


□ 

Observa^ia 3.3. Daca dreapta L intersecteaza hiperplanul H intr-un punct, atunci orice dreapt 
paralela L' la L intersecteaza H tot intr-un punct. Intr-adevar, altfel am avea Id \ \ H, adica 
L11 H §i deci LCH sau L fl H = 0. 

3.2 Probleme 

1. Fie A o varietate liniara de dimensiune cel putin unu a unui spatiu vectorial V si c G 
V \ A un punct dat. Este muljimea 


(J af(fl,c) 

aeA 


o varietate liniara ? 

SOLUpiE. Muljimea [J af (a,c) nu este varietate liniara dearece confine multimile {c} 

aeA 

§i A §i nu confine invelitoarea lor afina af({c} U A) = c + D(A) + {uq — c), unde A = 

flo + D(A). De exemplu c + u <£_ [J af(fl,c), daca u G D(A), u 7 ^ 0. intr-adevar 

aeA 

daca c + u ar apar^ine [J af(fl,c), atunci c + u = c + t(a — c), a G A, t G K, adica 

aeA 

c = a — t~ l u G a + D(A), contradicfie cu c ^ A. 

Observafia 3.4. Fie V un spafiu vectorial peste corpul K. 

(a) Daca A,B G A(V) sunt varieta^i liniare astfel incat An B 7 ^ 0, atunci se poate 
u§or arata ca ol(A U B) = {A,a + (1 — A )b \ a G A, b G B, A G BCjunde a este funcfia 
definita in problema 1.4 (sem. 1). Egalitatea ( |3.1[ ) ne arata ca pentru M = A U B 
invelitoarea afina af(M) = af(A U B) este acoperita de la prima iterare a(M), 
adica egalitatea af(M) = cc r {M) are loc pentru r = 1. 
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(b) Daca A este o varietate liniara a spatiului vectorial V de dimensiune cel putin unu 
§i c G V \ A un punct dat, atunci a({c} U A) = U«eA af (a,c). Faptul ca a:({c} U 
A) = \J neA af(a,c ) nu este o varietate liniara arata ca egalitatea x r ({c} U A) = 
af({c} U A) este satisfacuta pentru r > 2 §i ca ipoteza A D B yf 0 in Exemplul |3.1| 
este esenfiala. Se poate arata ca a 2 ({c} U A) = af({c} U A) in cazul K ^ Z 2 . 

2. Sa se arate ca daca in structura afina a unui spatiu vectorial 4-dimensional doua hiper- 
plane au un punct comun, atunci ele au un plan comun. 

SOLUTIE. Fie Hi, H 2 doua hiperplane ale unui spatiu vectorial 4-dimensional, adica 
dim(Hi) = dim(H 2 ) = 3. 

Daca cele doua hiperplane au un punct comun, adica H\ fi H 2 7 ^ 0 , atunci, conform 
teoremei dimensiunii, dimaf(Hi U H 2 ) = dim (Hi ) + dimfF^) — dim(Hi fi H 2 ) = 6 — 
dim(Hi D H 2 ). Pe de alta parte dimaf(Hi U H 2 ) < 4, adica 6 — dim(Hi n H 2 ) < 4 
dim(Hi fl H 2 ) > 2 . 

3. Se considera varietafile liniare A §i B astfel incat An B = 0 §i dim A = dim B = p. Sa 
se arate ca A||B daca §i numai daca A §i B sunt incluse intr-o varietate de dimensiune 
p + 1. 

SOLUpiE. A||B -^> D(A) C D(B) sau D(B) C D(A). Dearece dimD(A) = dimD(B), 
rezulta caD(A)§iD(B) sunt in relafia de incluziune daca §i numai daca D(A) = D(B). 
Pe de alta parte 

dim af(A U B) = dim(D(A) + D(B)) + 1 = dim D(A) + 1 = p + 1, 

adica rolul varietatii de dimensiune p + 1 poate fijucat de af(A U B). 

Invers, daca cele doua varietati sunt continute intr-o varietate (p + l)-dimensionala 
rezulta ca aceasta din urma confine §i invelitoarea afina af(A U B) §i deci 

dim(D(A) + D(B)) + 1 = dimaf(A U B) < p + 1, 

adic 

4. Se considera in R 5 vectorii a = (1,0,0,2,0), b = (0,2,0,0,1), c = (1,2,0,0,0) §i d = 
(0,0,0,2,1) §i varietafile liniare A = a + (b,c), B = c + ( b,d). Sa se afle A fl B §i 
af(AUB). 

SOLUTIE. Observam ca a + b = (1,2,0,2,1) = c + d, adica a = c + (—b) + d £ c + 
( b,d) = B, §idecifl G AfiB. Prinurmare A fl B = a + D(A ) D D(B) = a+ (b,c) fl ( b,d) 
D a + (b). Ultima incluziune este de fapt egalitate deoarece vectorii b,c, d sunt liniar 
independents Intr-adevar 

/ 0 2 0 0 1 \ 

rang 1 2 0 0 0 = 3. 

V 0 0 0 2 1 / 

A§adar AflB = a + (b). Maimultaf(AUB) = a + D(A ) + D(B) = a+ (b,c) + (b,d) = 
a + ( b,c,d). 

5. Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste corpul K, unde K Z 2 . Se considera 
aplicafia 


a : V{V) —> V{V), ol{M) = {tx + (1 — t)y \ x,y G M, t G K} 
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§i iteratele a 1 = a, a 1 = a o a,.... Sa se arate ca pentru orice M G 'P(V') se poate gasi 
un numar natural r astfel incat 


af(M) = x r {M). 

Sa se arate ca ipoteza K ^ Z 2 este esenfiala. 

SOLUpiE. Mai intai observam ca A G A(V') •<=> oc(A) C A. in particular a(af(M)) C 
af(M). Asadar, incluziunea evidenta M C af(M) ne arata ca 

a(M) C a(af(M)) C af(M), VM G V{V). 


Prin urmare avem 

M C a(M) C x 2 (M) C • • • C x fc (M) C • • • C af(M) 
pentru orice mul^ime M G V(V). In continuare vom arata ca pentru orice M G 'P(V') 

af(M) C tx n (M ), unde n = dim(V). 

In acest scop tratam problema in doua cazuri diferite, dupa cum caracteristica corpului 
K este doi sau diferita de doi. 

Cazul I. char(I<C) 7 ^ 2. Fie x G af (M) §i X\,. .., x m , , A m G K astfel incat Ai + • • • + 

A m = 1 §i x = A 1 X 1 + • • • + A mXm- Folosind un argument de tip Caratheodory deducem 
ca m poate fi ales < n + 1. Daca m > 3, atunci exista doi coeficienfi, sa spunem Ai, A 2 , 
astfel incat Ai + A 2 yf 0. A§adar avem 

X = + • • • + A m Xm 

_ f \ I A \ Al^l A A 2 X 2 1 .A 

— (Aj + A 2 J 7 ■— - b A3X3 + • • • + A m X m 

A 1 + A 2 

= + A3X3 + • • • + A mXmr 


unde ji 1 = Ai + A 2 §i }i\ = 


A1X1 A A2X2 


G a(M) §i X 3 , ...,x m G M C a(M). A§adar 


Ai + A2 

x este o combinafie afina de m — 1 elemente din a(M) cu ponderile }i\ = Ai + A 2 , 
A 3 ,..., A m . Daca m = 3, atunci x G a(M) C x”^ 1 (M). Altfel continuam procedeul de 
mai sus de reducere succesiva cu o unitate a lungimii combinafiilor afine §i cre§terea 
simultana cu o unitate a ordinului iteratei lui a. din care sunt luati vectorii combinatiei 
afine. Dupa cel mult m — 2 pa§i vom obfine ca x G x m_ 2 (M) C 


Cazul II. char(fC) = 2. Fie x G af(M) §i X\ r . .. ,x m , .. . ,A m G K astfel incat + 
■ ■ ■ + A m = 1 §i x = A 1 X 1 + • • • + A m x m - Daca exista doi coeficienfi avand suma nenula, 
atunci procedeul de reducere a lungimii combinatiei afine este acela§i cu cel din primul 
caz. Altfel, suma oricaror doi coeficienfi este nula §i deducem ca Ai = • • • = A m , adica 
x = xi + • • • + x m , intrucat are loc §i egalitatea Ai + • • • + A m = 1. Consideram in 
continuare un scalar r G K\ {0,1} §i observam ca pentru m > 3 avem: 


x 


X\ + • • • + x m 
(1 + r)xi + X 2 


+ (1 ~r 


X3 — rxi 


r ' ' 1 — r 

ryi + (1 — r )\/2 H—bX 4 + • • • + x m , 


+ X 4 + • • • + Xfyi 
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, (l + r)xi+X 2 , . X 3 — r%\ 

unde \j\ = - G a(M) §1 1/2 = —- G a(M). A§adar x este, §1 

in acest caz, o combinajie afina de m — 1 elemente din a(M) cu ponderile r, 1 — r, 
1,..., 1. Din acest punct, argumentul continua precum in cazul precedent. In sfarsit, 
observam ca a r (M) = M 7 ^ af(M) = Z 2 x Z 2 pentru orice r G IN*, unde M = 
{( 6 , 6 ), (1,6), (6,1)} C Z 2 x Z 2 . 

6 . Sa se determine toate pozitiile reciproce posibile a doua plane a si dintr-un spatiu 
vectorial 4-dimensional precizand in fiecare caz §i dim(af (a U /3)). 

SOLUpiE. Cazul I a n f> = 0. In acest caz dimaf(o: U /3) = dim(D(a) + D(/3)) + 1 < 
4, adica dim(D(a) + D(jS)) < 3. Pe de alta parte dim(D(a) + D(/3)) > 2 deoarece 
D(a), D(/3) C D(a) + D(/3) §i dim D(a) = dim D(/3) = 2. 

(a) Daca dim(D(a) + D(/3)) = 2, atunci D(a) = D(/3) = D(a) + D(/3) §i deci x||/3, iar 
dimaf(x U /3) = 3. 

(b) Daca dim(D(a) + D(/3)) = 3, atunci a,/3 nu au puncte comune §i nu sunt nici 
paralele, iar dim af (a U«=4. 

Cazul II a fl /3 7 - 0, adica dim(x n /3) >0. Pe de alta parte dim(x n /3) < 2 deoarece 
a n /3 C x, §i dim a = dim /3 = 2. In acest caz 

dimaf(x U /3) = dim(a) + dim(/3) — dim(x fl /3) = 4 — dim(a D /3). 

(a) Daca dim(x D /3) = 0, atunci a n /I este un punct iar dim af(a Uft=4. 

(b) Daca dim(x fl /3) = 1, atunci a fl ft este o dreapta, iar dim af(a UP) = 3 . 

(c) Daca dim(x D /3) = 2, atunci a = /3 = af (a U /3), §i deci dim af (a up) = 2 . 

7. Intr-un spatiu vectorial n-dimensional fie Li si L 2 doua varietati liniare de dimensiune 
p respectiv cj(p>cj,p + q<n — 1), astfel incat Lx n L 2 = 0 §i Lx KL 2 . Sa se determine 
mulfimea valorilor posibile pentru dim af^xUL^). 

SOLUTIE. in acest caz avem 

dimaf(LiUL 2 )= dim (D(Li) + D(L 2 )) + 1 

= dim(D(Li)) + dim(D(L 2 )) —dim (D(Li) D D(L2))+1 
= p + q + 1 - dim (D(Lj) D D(L 2 )). 

Evident ca 0 < dim (D(Li) n D(L 2 )) < <7 — 1, adica p + 2 < dimaf(Lx U L 2 ) < 
p + q + 1. Observam ca valoarea g nu este luata de dim (D(Lx) D D(L 2 )) deoarece 
Li A 2 - Pentru a arata ca dimaf(Lx U L 2 ) ia toate valorile naturale dintre p + 2 §i 
p + q + 1 este suficient sa aratam ca dim(D(Li) D D(L 2 )) ia toate valorile naturale 
dintre 0 §i q — 1. Fie r G {0,1..., q — 1} §i {ex,..., e„} o baza a spafiului vectorial 
V. Alegem Lx = (ex,...,e p ) §i L 2 = + (ex,.. .,e r ,e p+1 ,.. .,e p+(? _ r ). Observam ca 

D(Lx) D D(L 2 ) = (ex,... ,e r ), adica dim (D(Lx) n D(L 2 )) = r, Lx H L 2 = 0 §i Lx JjL 2 . 
Intr-adevar conditiile Lx fl L 2 7 ^ 0 §i Lx 11 L 2 ar conduce la liniar dependenfa vecto- 
rilor e \,..., e n respectiv ex,..., e r , e p+ x,..., e p+q - r §i implicit la o absurditate deoarece 
{e \,..., e n } este o baza a spafiului vectorial V. 

8. in structura afina a unui spafiu vectorial n-dimensional consideram doua hiperplane. 
Care sunt valorile posibile pentru dim(Hx H H 2 ) §i dimaf(LZx U H 2 ) ? 

SOLUpiE. Separam solufia in doua cazuri dupa cum intersecfia Hi D H 2 este vida sau 
nevida. 


Cornel Pintea 


Page 21 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 







MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


(7) Hi fl H 2 = 0. In acest caz, aplicand teorema dimensiunii objinem: 

n > dimaf(77i U H 2 ) = dim (D(77i) + D( 772 )) + 1 > ft — 1 + 1 = n, 

adica dim(77i fl 772 ) = —1 §i dimaf(T7i U H 2 ) = ft. 

(77) Hi n H 2 7 ^ 0. In acest caz, aplicand teorema dimensiunii obfinem: 

dimaf(77i U H 2 ) = dim(77i) + dim(T 72 ) — dim(77i Pi H 2 ) 

= ft — 1 + ft — 1 — dim(T7i fl H 2 ) 

= 2ft — 2 — dim(77i fl H 2 ) < ft, 

adica ft — 2 < dim(77i fl H 2 ) < ft — 1. 

Daca dim(77i fl H 2 ) = ft — 2, atunci dimaf(77i U 772 ) = W/ iar daca dim(77i fl H 2 ) = 
ft — 1, atunci 77} = H 2 §i dim af(77i U H 2 ) = ft — 1. A§adar mul^imea valorilor posibile 
pentru dim(77i fl H 2 ) este —l,w — 2 §i n — 1, iar valorile posibile pentru dimaf(T7i U 
H 2 ) sunt ft — 1 §i ft. 

9. In structura afina a unui spatiu vectorial ft-dimensional se considera un hiperplan 77 §i 
o varietate lininara p-dimensionala (p < n — 1). Sa se arate ca atunci are loc una dintre 
relatiile: 

(a) dim(77 fl A p ) = p — 1; 

(b) H\\Ap. 

SOLUTfE. Separam solu^ia in doua cazuri dupa cum intersectia 77 fi Ap este vida sau 
nevida. 

(7) 77 n Ap = 0. In acest caz, aplicand teorema dimensiunii ob^inem: 

dim af(T7 U Ap) = dim (D(77) + D(A p )) + 1 < ft, 

adica ft — 1 dim (D(77) + D(A p )) < ft — 1 §i deci dim (D(77) + D(A p )) = ft — 1 = 
dim(D(T7)). intrucat 

D(H) C D(77) + D(Ap) 

deducem ca D(77) + D(A p ) = D(77), adica D(A p ) C D(77), fapt care ne arata ca 
77|| Ap. 

(77) 77 fl Ap 7 ^ 0. in acest caz, aplicand teorema dimensiunii ob^inem: 

dimaf(T7 U Ap) = dim(77) + dim(Ap) — dim(77 fl Ap) 

= ft + p — 1 — dim(77 fl Ap) < ft, 

adica p — 1 < dim(77 fl Ap) < p. Observam ca egalitatea dim(77 fl Ap) = p implica 
Ap C 77, adica T7|| Ap. 
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4 Saptamana 4: Proprietaji laticeale. Mul(imi convexe 

4.1 Proprietafi laticeale ale structurii afine. 

Teorema 4.1. Structura afina A(V) este o latice completa. Pentru o familie oarecare de 

varieta^i liniare ale lui V avem: 


inf Ai = p| Ai §i sup A t = af( (J A t ). 

ieI iel iel iel 

Observa^ia 4.1. 1. Daca A, B G A{V) §i a G A, b G B, atunci A V B = a + D(A) + D(B) + 

(b — a) §i A A B = A n B. 

2. Daca AnBytO^iaGAnB, atunci A V B = a + D(A) + D(B) §iAAB = AHB = 
fl + D(A)nD(B). 

Propozifia 4.2. Daca spa^iile vectoriale V §i W, avand scalarii in acela§i corp K, sunt izomorfe, 
atunci laticele A(V) §i A(W) sunt izomorfe. Daca f : V —> W este un izomorfism liniar, atunci 
aplicafia f : A(V) —> A(W), f(A) := { f(a ) \ a G A} = /(A) este un izomorfism laticeal. 


4.2 Structura afina a spafiului vectorial K r ‘ 


Din Propozitia 4.2 reiese importanta structurii afine A(K n ) a lui K n . Intr-adevar, orice spatiu 


vectorial //-dimensional peste K este izomorf cu K'\ structurile afine ale spatiilor vectori¬ 
ale n-dimensionale fiind laticeal izomorfe cu A(K n ). Fie A = x° + D(A) G A(K n ), iar 
{d\,... ,dr} o baza a lui D(A), x° = (x\,... ,x n ) §i d , = (d 1; -,... ,d n j), j = 1,2,... ,r. A§adar 


A = 


r 

,, Xjf G K n | X; = x^ djjZij, A j G K i. 

;'=i J 


Relafiile 

r 

Xj = + Y dij\j, i — 1,..., n (4.1) 

;'=i 

se numesc ecuafiile parametrice ale varietatii liniare A. Pe de alta parte, varietatile liniare ale 
lui K 11 coincid cu solufiile sistemelor liniare. Mai precis, orice varietate liniar a A G A(K n ) 
poate fi caracterizata §i astfel: 


A 



n 

x n ) G K n I Y a iAi = K i 
;'=i 



Conditiile care figureaza aici, adica 

n 

Y a ij x i = b i> * = 1/ • • • / W, 

;'=i 

se numesc ecua^iile implicite ale varietatii liniare A. Intersectia a doua varietati liniare A, B G 
A(K n ) se caracterizeaza u§or daca A §i B sunt date prin sisteme de ecuafii. Mai precis sis- 
temul de ecuafii a lui A n B se obfine luand ecuafiile lui A §i B. Varietatea liniara A V B, 
subintinsa de varietatile liniare A §i B, se caracterizeaza insa mai us or daca avem reprezentarile 
parametrice ale varietafilor A §i B. 
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4.3 Submuljimile convexe ale unui spa^iu vectorial real 


Definitia 4.1. Fie V un spafiu vectorial real. O multime C C V se nume§te convexa daca 
pentru orice x,y G C segmentul [xy] := {(1 — t)x + ty : t G [0,1]} este confinutin C. 

Definitia 4.2. Daca M este o sub multime a lui V, atunci mulpimea 

conv(M) := P){C | M C C §i C — convexa} 
se nume§te invelitoarea convexa sail inchiderea convexa a lui M. 

Propozijia 4.3. (Proprietafile operatorului conv) 

1. M C conv(M) §i conv(M) este o multime convexa pentru orice M G V(V). 

2. Daca M C C §i C este convexa, atunci conv(M) C c0 

3. M C N ==>■ conv(M) C conv(N)j^] 

4. conv(M) = M daca §i numai daca M este convexa. 

5. conv (conv(M)) = conv(M) pentru orice M G 

Observa^ia 4.2. 1. Daca {C, },.<=/ este o familie de submultimi convexe ale spatiului vec¬ 

torial real V, atunci intersectia Q C, este de asemenea o multime convexa. 

iel 


2. Submultimea M a spatiului vectiral real V este convexa daca si numai daca 

Vm > 1, xi,...,x w , ti,..., t m G [0,1], t\ + • • • + t m = 1 => f^xi + • • • + t m x m G M. 

m m 

Definitia 4.3. O combinatie liniara ^ Ai*i a.t £ Af = 1 §i Aj,..., A m G [0,1], se nume§te 

i =1 i=l 


combinalie convexa. 

Propozifia 4.4. Daca V este un spatiu vectorial real §i M C V este o multime nevida, atunci 

r m m . 

conv(M) = | Y^i A/x,' m > 1, x, G M,A Z - G [0,1], z = l,m, ^ Aj = 1}. 


Demonstrate. 


□ 

2 conv(M) este cea mai mica multime convexa ce confine mulfimea M. 

3 Operatorul "conv" este crescator. 

4 Operatorul "conv" este idempotent. 
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4.3.1 Teorema lui Caratheodory 

Teorema 4.5. (Caratheodory) Dacd V este tin spa(iu vectorial real n-dimensional §i M C V este o 
mul(ime nevida, atunci 


conv(M) 



1 < m < n + 1, x\ G M, A,- G [0,1], z 


m 

1 ,m, ^ A / 

Z = 1 


1 


Demonstrate. 


□ 


4.4 Probleme 

1. Daca Ci, C 2 sunt doua submullimi convexe ale lui R”, ara taji ca Q + C 2 este de aseme- 
nea convexa. 

SOLUTIE. Daca x = ci + C 2 , y = c\ + c' 2 G Ci + C 2 §i t G [0,1], unde c\,c\ G C\ §i 
C 2 , C 2 G C 2 , atunci 

(1 — t)x -\-ty — (1 — i)(ci + C 2 ) + f(ci + C 2 ) = (1 — f)(ci + c^) + f(c 2 + C 2 ) G Ci + C 2 . 


2. In spajiul vectorial R 2 varfurile unui triunghi sunt Ai(x\,y\), A^x^, y 2 ), A 3 (* 3 , 1 / 3 ). Sa 
se arate ca punctul M(x,y ) este in interiorul triunghiului A 1 A 2 A 3 daca §i numai daca 

Si2(x,y)Si2(x 3/ y 3 ) > 0, 

S23(^y)S 2 3(^i/i/i) > 0, 

S 3 i(x,y)S 3 i(x2,y2) > 0, 


unde 


Sij{x,y) 


x y 1 
Xi Vi 1 
Xj y, 1 
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SOLUTIE. Aid nebazam pe observa^ia ca doua puncte A(x A ,y A ) §i B(x B ,y B ) dinplanul 
xOy sunt de aceea§i parte a dreptei (d) ax + by + c = 0 daca §i numai daca 

F{x A ,y A ) • F(x B ,y B ) > 0 unde F : R 2 —* R, F(x,y) = ax + by + c. 


A{xi,yi) 



Observant ca ecuatia dreptei A, A] este S/y(x,y) = 0 , iar punctul M(x,y) este in interi- 
orul triunghiului A2A3 daca §i numai daca 

{ punctele M(x,y ) §i Ai(xi,y\) sunt de aceea§i parte a dreptei A2A3 

punctele M(x,y) §i A^ix^yj) sunt de aceea§i parte a dreptei A1A3 

punctele M{x,y ) §i A3 (*3,1/3) sunt de aceea§i parte a dreptei AiA2, 

adica, daca §i numai daca 


Si 2 (x,y)Si 2 (x 3/ i/ 3 ) > 0 , 

S 2 3(x / y)S 2 3(xi / yi) > 0, 

S 3 i(x / y)S 3 i(x 2/ y 2 ) > 0. 


3. Fie A, B C R" multimi convexe disjuncte §i nevide, iar x un punct din R". Aratati ca 
conv({x} U A) = {ta + (1 — t)x \ a G A, t £ [0,1]}. 

Aratati ca A fl conv({x} U B) = 0 sau B D conv({x} U A) = 0. 

SOLUTIE. Incluziunea {ta + (1 — t)x \ a G A, t G [ 0 ,1]} C conv({x} U A) este evidenta. 
Invers, daca y = t qx + fi^i + • • • + t m a m G conv({x} U A), adica a\,...,a m G A §i 
t o, t \,..., t m G [ 0 , 1] sunt astfel incat to + t\ + • • • + t m = 1, atunci 

y — tox + (fi -4-F t m ) tlCl } + - + lUm G {ta + (1 - t)x \ a G A, t G [0,1]}. 

v -V-' t ! + ••• + t m 

:=te [0,1] s ---' 

:=aeA 
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Presupunemm ca A fl conv({x} U B) yf 0 §i B H conv({x} U A) 7 ^ 0, adica exista 
t\, f 2 G [01] §i a 3 A, b 3 b astfel meat 

ci\ := t\b (1 — fi)x G 0 §i b\ i— ^ 2 ^ A (1 — t^x G B. 


A§adar 


(1 — ^ 2)^1 — (1 — fi)f?i — (1 — f 2 )fl^ — (1 — fl)f 2 ^ 

(1 — ^ 2 )^ 1 + (1 — fl)f 2 # — (1 — fl)&l + (1 — t2)t\b. (4-2) 

Daca fi = 1 sau f 2 = 1, atunci A 3 cii = b 3 B sau B 3 b\ = a G A, imposibil deoarece 
A §i B au fost presupuse a fi disjuncte. A§adar, 0 < t\,ti < 1 §i deci 0 > 1 — fif 2 > 0. 
Prin urmare, tinand cont de faptul ca 

(1 - f 2 ) + (1 - h)t 2 = (1 - fi) + (1 - f 2 )fi = 1 - fif 2 

§i de egalitatea ( |4.2[ > deducem ca 

(1 — t2)Cl\ + (1 — fi)f 2 fl _ (1 — fl )£>1 + (1 — f 2 )fl^ R 

A 3 i^hf 2 - rr^r 2 e B ' 

adica A n B 7 ^ 0, imposibil deoarece A §i B au fost presupuse a fi disjuncte. 

4. Sa se arate ca pentru doua submulfimi oarecare A §i B ale lui IR” are loc egalitatea: 

conv(A) + conv(B) = conv(A + B). 

SOLUpiE. Evident A C conv(A) §i B C conv(B) §i deci 

A + B C conv(A) + conv(B) =^> conv(A + B) C conv(conv(A) + conv(B)) 

Dar conv(A) + conv(B) este, conform problemei Q, convexa fapt care asigura egali¬ 
tatea conv(conv(A) + conv(B)) = conv(A) + conv(B). Prin urmare 

conv(A + B) C conv(A) + conv(B). (4.3) 

Pentru incluziunea opusa consideram x G conv(A), y G conv(B) §i a \,..., a m G A, 
b\,..., b m G B precum §i Ai,..., A m , y\,..., y m G [0,1] astfel incat Ai + • • • + A m = 
}l\ + • • • + }i m = 1 §i 

m m 

X = idj §i y = Yjl l i h i- 
i =1 H 

Observant ca 

m m 

conv(A) + conv(B) 3 x + y = ^ A+ E V-jbj 

i= 1 H 

= (£>/j (^E A ^j + (^E A ‘j 

m m 

= E A iB;«i + E A iB/fy 

W=1 f;=! 

m 

= ^ Aijij (flj + bj) G conv(A + B), 

!,;_1 04+B 
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deoarece A ifij G [0,1] pentru i,j G {1 ,m) §i 

m / m \ / m \ 

E A w = (I>j (I>;J = 1 • 1 = !• 

Prin urmare incluziunea 


conv(A) + conv(B) C conv(A + B) 


(4.4) 


este complet demonstrata. Incluziunile (|4.3|> §i (|4.4|> asigura egalitatea ceruta. 


5. Sa se arate ca radacinile polinomului derivat al unui polinom neconstant cu coeficienti 
complecsi apartin invelitorii convexe a radacinilor polinomului dat. 

(Teorema Gauss-Lucas) 

SOLUpiE. Fie P G C[z] un polinom de grad n. Acesta se identified cu funcfia polino- 
miala asociata P : C —> C, P(z) = a n z n + • • • + ci\z + Uq, unde ao,ai, •••,«« G C, a n ^ 
0. Daca Z\, ...,z n sunt radacinile polinomului P, atunci P(z) = a n (z — z\) ■... • (z — z„) 
pentru orice z G C §i 


P'(z) 1 1 

—EA = - )-...-) - 

P(z) z— Z\ Z — Z n 


z — Zi z — z n 

---h ■ ■ ■ H- — 

z-zir |z-z„| z 


(4.5) 


pentru orice z G C \ {z\,..., z n }. 

Fie z o radacina a lui P', adica P'(z) = 0. Daca z este radacina a lui P, adica P(z) =0, 
atunci nu mai avem nimic de demonstrat deoarece z G {z\,..., z n j C conv( {z\,..., z n }). 
Altfel P(z) 7 ^ 0 §i 


P'(z) 

P(z) 


0 44 


Z-Zr, 


1 12 1 ‘ ' 

' * , M 

Z — Zip 

|z - Zn 1 


= 0 




i =1 
n 


|Z-Z,- 12 


E 


i=l 


z - Zj ■ 

1 1 (=1 ' 

Z A, Z/ ” 1 


Z-Z/l 2 


« E uztz’ = E itzA » 2 E 


z'=l 


1 1 z=l 


Z — Z; 


z=l 


z — z 


.12 


= 0 


E 


Z; 


! I i=l 


z — z 


.12 


44 Z = 


E 

z=l 


z — z, 


44 Z = 


E 

z=l 


z — z, 


E 

z'=l 


Z - Zj 


E 

z'=l 


G conv({zi,... ,z n }). 


z — z 


• 12 


5 Saptamana 5 

Teoremele lui Radon, Helly, Minkowsky, Krein-Milman §i 
Motzkin 

5.1 Teorema lui Radon 

Teorema 5.1. (Radon) Daca M este submul^ime finitd a unui spatiu vectorial real n-dimensional 
formata din m > n + 2 puncte, atunci existd submultimile disjuncte M\, M 2 ale lui M astfel incat 
M = Mi U M 2 §i conv(Mi) n conv(M 2 ) 7 ^ 0. 
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Demonstrate. Daca M = {a\,... ,a m }, atunci a z — ci\, ■ ■ ■ ,a m — M sunt liniar dependente 
deoarece m — 1 > n + 1. A§adar exista scalarii a. 2 , ..., a m , nu tofi nuli, astfel incat 

m m 

~ a i) = 0 adica ^ XjUi = 0 , 

z=2 z=l 

unde d\ = — a .2 — • • • — x m , adica a\ + a .2 + • • • + a m = 0. Prin urmare, o parte dintre 
scalarii x\,..., a m sunt pozitivi sau nuli, iar restul sunt negativi. Renumerotand la nevoie, 
putem presupune ca a ; ' > 0 pentru i = 1 ,..., h §i a* < 0 pentru j = h + l,...,m, adica 
A := cci + • • • + a/j = — — • • • — oc m > 0. Egalitatea d\a\ + • • ■ + a m a m = 0 arata ca 

oc\Q\ ix^ajj — —— ■ ■ ■ — cidica 

conv({fli,...3 —«i + • • • + ~^ a h ~ ~^~ a h+i — ■ ■ ■ ~ff am E conv({fl/ 1 + i,... ,a m \). 

Alegem Mi = {a x ,..., a h }, M z = • • •, }. □ 

5.2 Teorema lui Helly 

Teorema 5.2. (Helly) Daca submulpimile convexe Mi,..., M r ale spatiului afin R” sunt astfel meat 
r > n + 1 §i, luate cate n + lin toate modurile posibile, an intersecta nevida, atunci 


Mi n • • • n M r f- 0. 


Demonstrate. Pentru r = n + 1 nu avem nimic de demonstrat. Presupunem ca r > n + 1 
§i ca afirmatia este adevarata pentru orice sistem de r — 1 multimi care satisfac conditiile 
din enunf:. Rezulta ca multimea B, : = Mi fl ■ ■ ■ D Mj D ■ ■ ■ fl M r este nevida pentru orice 
i E {1,..., r}, unde accentul circumflex indica omisiunea, §i consideram x t E B, pentru 
flecare i E {!,..., r}. Renumerotand la nevoie, exista h < r astfel incat 


conv({xi,.. . ,X/,}) fl conv({x/ 1+ i, ... ,x r }) ± 0. 


Dar 


conv({xi,..., X/,}) C conv(Bi U • • • U Bf) C M/, + i fl • • • fl M r 


§i 


conv({x/ ;+ i,... ,x r }) C conv(B/ ;+ i U • • • U B r ) C Mi fl • • • fl M^ 


deoarece Bi U • • • U 6/, C Mj 1+ 1 D • • • D M r §i B/, + i U • • • U B r C Mi fl • • • D M/„ adica 


0 yf conv({xi,..., }) fl conv({x/ 1+ i,... ,x r }) C Mi fl • • • fl Mj, fl M/ 1+ 1 fl • • • fl M'. 


□ 


5.3 Teoremele lui Minkowski, Krein-Milman §i Motzkin 

Definifia 5.1. Un punct extremal al multimii convexe C este un punct x E Ccu urmatoarea 
proprietate 

Ay + (1 — A)z = x, y, z E C, A E (0,1) =^> y = z = x. 
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Teorema 5.3. {Minkowski) Orice submulfime convexd §i compacts a lui R” este inchiderea convexd 
a mulpimii punctelor sale extremale. 

Teorema 5.4. ( Krein-Milman ) Orice submufime convexd §i compacts K a unui spatiu local convex 
poate fi reprezentatS sub forma K = cl conv ext K, unde ext K este mufimea punctelor extremale 
ale lui K. 

Teorema 5.5. ( Motzkin) Orice mul^ime poliedralS este suma (Minkoivski) dintre un politop §i un 
con convex. 

5.4 Probleme 

1. Gasiti o familie (infinita) de multimi convexe din plan avand intersectia vida, iar intersectia 
oricaror 3 multimi din familie este nevida. 

SOLUpiE. Consideram §irul de semiplane (S M ) n >o, unde S n := {( x,y) G R 2 : y > n}. 
Termenii acestui §ir sunt multimi convexe, iar intersectia a trei termeni ai sirului este 
de forma 

Si 13 Sj n = S max | z -,y,/c) ® 

§i cu toate acestea P| S n = 0. 

n>0 

2. Se considera in plan o multime finita cu proprietatea ca oricare trei puncte ale multimii 
sunt continute intr-un disc de raza 1. Sa se arate ca exista un disc de raza 1 care confine 
toate punctele multimii date. 

SOLUpiE. Presupunem ca mulfimea noastra finita este M = {x\,... ,x m }- Observam ca 
mulfimea discurilor centrate in X\, ..., x m §i avand raza 1, sa spunem Di (xi, 1),..., D m (. x m , 1) 
este o familie finita de multimi convexe cu proprietatea ca intersectia oricaror 3 dintre 
ele este nevida. 
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Convexitatea este lasata pe seama cititorului, iar pentru cealalta proprietate consideram 
trei puncte x,, Xj, X/ c G M si un disc de raza 1 care le confine pe cele trei, sa spunem 
D(O/jic/1). A spune ca x,, Xj, G D(0,-^, 1) este totuna cu a spune ca O,-^ G D,(x,, 1) n 
Dj(xj, 1) n D^(x] c/ 1), adica D,(x,, 1) n Dj(xj, 1) n Dj-(x^l) yf 0. Folosind teorema lui 
Helly, deducem ca D\{xi, 1) fl • • • n D m (x m , 1) yf 0. Observant ca 

Di(xi,l) n • • • n D m (x m ,l) sOoM = {xi,... ,x m } C D(0,1). 

3. Consideram in plan n segmente paralele astfel incat pentru oricare 3 dintre ele exista 
o dreapta care le intersecteaza. Sa se arate ca exista o dreapta care intersecteaza toate 
segmentele. 

SOLUTIE. Alegem, in planul segmentelor date, un reper cartezian ortonormat a carui 
axa Oy este paralela cu segmentele date. Fa^a de acest reper segmentele date sunt de 
forma s z - = {x^ x [a;, bj] unde i G {1,... ,m}. O dreapta de ecuafie y = <xx + /3, din 
planul segmentelor, intersecteaza segmentul s, daca si numai daca a, < ax, + /3 < b v 
Prin urmare multimea dreptelor care intersecteaza segmentul s, intr-un singur punct 
este parametrizata de perechile (a, /3) cu proprietatea a, < ax, + /6 < bj. Aceste perechi 
formeaza o banda B,, evident convexa, in planul (a, /l) marginita de dreptele paralele 
/3 = — x,a + a,- §i /3 = — x,a + bj. Ipoteza problemei privind existenfa unei drepte care 
intersecteaza trei dintre segmentele date, oricum ar fi alese acestea este echivalenta cu 
faptul ca oricare trei dintre benzile convexe B \,..., B m au intersectia nevida. Folosind 
teorema lui Helly deducem ca Bi fl • • • n B m yf 0. Daca (a,/3) G B\ fl • • • fl B m , atunci 
«,• < ax, + /3 < bj pentru orice i G {1,..., m}, adica dreapta y = ax + /3 intersecteaza 
toate segmentele S\, , s m . 

4. Consideram in plan n segmente paralele astfel incat pentru oricare 4 dintre ele exista 
o parabola, avand axa paralela cu segmentele date, care le intersecteaza. Sa se arate 
ca exista o parabola, avand axa paralela cu segmentele date, care intersecteaza toate 
segmentele. 

SOLUTIE. 


5. (Jung) Sa se arate ca orice multime finita din plan de diametru 1 poate fi acoperita de 

un disc de raza -4=. 

03 


SOLUTE. Vom arata mai intai ca oricare trei puncte x„ Xj, X/ f ale multimii finite date 
M = {x \,..., x m j sunt continute intr-un disc de raza -U. 
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• Daca punctele sunt coliniare sau necoliniare dar are un unghi mai mare sau egal de 
90°, adica 90° < m(xixjxj c ) < 180° de exemplu, atunci discul inchis de diametru [x{X *] 
este de raza cel mult 1/2 < 4^ §i confine toate cele trei puncte x- u Xj, x^. 



Daca triunghiul este ascutit unghic, atunci cel mai mare unghi al sau este intre 60° §i 
90°. Aplicand teorema sinusurilor in triunghiul XiXjX pentru latura sa cea mai mare §i 
care se opune celui mai mare unghi, deducem ca 


R < 


1 

2 sin 60° 


1 

w 


unde R este raza cercului circumscris triunghiului x^jXk- Observam ca punctele x^jXk 
apartin toate discului marginit de acest cere circumscris. Folosind argumente analoage 
celor de la solutia problemei (|2]) putem arata ca toate multimile multimii M sunt continute 
intr-un disc de raza 
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6 Saptamana 6: Spa(iul afin 

6.1 Definite §i exemple 

Defini^ia 6.1. Se nume§te spcitiu afin un triplet (X, X, cp), unde X este o multime ale carei 

—y —y 

elemente se numesc puncte, X este un spajiu vectorial, iar cp : X x X — >X este o aplicjie a. 

i.: 

1. q>(P, Q ) + <p{Q, R) = q>(P, R ), VP, Q, R G X. 

2. Pentru orice O G X §i orice a GX, exista un singur punct A G X astfel ca cp(0, A) = a. 
Cu notajia PQ:= cp(P, Q), condifiile de mai sus se scriu: 

V PQ + QR=PR, VP, Q,Rg X. 

7! Pentru orice O G X aplicajia cp Q : X —definita prin <p 0 (M) = OM este bijectiva. 
Luand P = Q = R = A in (P) deducem AA= 0, VA G X. 

Examplul 6.1. 1. Tripletul (P, V, cp), unde cp : V x V —> V, cp(A,B) =AB este un spajiu afin. 

2. Tripletul (V, V, cp), unde V este un spajiu vectorial §i cp : V x V —> V, cp(v i,vf) = ^2 — ^i, este 
un spajiu afin. 

/v —y —y 

Intrucat cp 0 : X — >X este bijectie, iar X este un spajiu vectorial, exista o unica structura de spajiu 
vectorial pe X astfel incat cp 0 este izomorfism. Aceasta structura este data de operatiile: 

1. P = A ® 0 B <=>OP=OA + OB. 

2. Q = A 0 O A «OQ= A OA, 

iar spatiul vectorial (X, © 0 ,© 0 ) se noteaza cu T 0 (X) si se numeste spapiul vectorial tangent la X in 
punctul O. Mentionam ca structura lui X data de operatiile © 0 si ©o depinde de alegerea punctului 
O. 


A® 0 ,B 



Cu toate acestea multimea varietatilor liniare ale lui T 0 (X) nu depinde de O G X. 
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6.2 Subspajii afine 

/v — y — y 

Intrucat <p Q : X —>X este bijectie, iar X este un spatiu vectorial, exista o unica structura 
de spatiu vectorial pe X astfel incat cp Q este izomorfism. Aceasta structura este data de 
operative: 

1. P = A © D B <^^OP=OA + OB. 

2- Q = A © 0 A <*=► OQ= A OA, 

iar spatiul vectorial (X, © 0 ,0 O ) se noteaza cu T 0 (X) §i se nume§te spatial vectorial tangent la X 
in punctul O. Menfionam ca structura lui X data de operable © 0 §i ©o depinde de alegerea 
punctului O. Cu toate acestea multimea varietatilor liniare ale lui T Q (X) nu depinde de 
OgX. 

Propozitia 6.1. Varietafile liniare nevide ale lui ffX) sunt submultimile lui X de forma 


L = {M| AMG LI}, 


( 6 . 1 ) 


unde A G X §i U <X- 

—y 

Demonstrate. Deoarece cpo '■ To(X) —^X este un izomorfism de spatii vectoriale, rezulta 

—y —y /v 

ca exista o varietate liniara a + U G A(X), unde U <X, astfel incat cpo(J~) = a + U. In 

particular exista A G L astfel incat cpo (A) = a, adica a =OA. A§adar avem succesiv: 

L = cpQ l (a + U) = cpf^iOA +U) 

= {M £ X\cp 0 (M) £(DA+11} 

= {M G X| OMGOA+11} = {M| AMG li}. 


□ 


Observatia 6.1. In egalitatea 6.1 punctul A G L poate fi ales arbitrar in L, iar subspafiul U al 
—y —y 

lui X este unic determinat de L §i U = {AM \M G L}. 

Intr-adevar, egalitatea q>o(L) = a + U =OA +Une arata ca 


U 


= - OA +cp 0 {L ) = - OA +{cp 0 (L ) : M G L} 
= {OM -OA:MeL} = {AM: M G L}. 


Definitia 6.2. Se nume§te varietate liniara sau subspatiu afin al lui X orice varietate liniara a 
spatiului vectorial T Q (X). Multimea varietatilor liniare ale lui X se noteaza cu A(X). Spafiul 

director al varietdtii liniare L G A(X) este spatiul director al varietdtii liniare cp 0 {L), adica {AM: 
M G L}. 


6.3 Combinajii afine in spajii afine 

—y 

Fie (X, X, cp) un spafiu afin §i A \,..., A m G X, iar X\,... ,X m scalari dafi. Punctul 

M = Ai 0 O Ai ® 0 • • • © 0 X m 0 O A m (6.2) 


Cornel Pintea 


Page 34 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 








MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


este doar atunci definit cand s-a ales un punct 0 G X, iar M depinde de alegerea lui O. 

m 

Daca insa combinatia liniara 6.2 este o combinatie afind, adica ^ A; = 1, atunci punctul M nu 

i=l 

depinde de alegerea punctului O G X. Intr-adevar OM= A} OAi + ■ ■ ■ + A m OA m , iar daca 

m 

O' G X §i E A; = 1, atunci 

i=i 


O'M = O'O + OM= £ A i O'O + £ Aj OA ; - 


i=i 


Z=1 


E A > O'O + OA; =Ea,o'a-. 
i=i V / ,=i 


m 

Defini^ia 6.3. Date fiind punctele A\,..., A m G X §i scalarii Ai,..., A m astfel incdt ^ A,- = 1, 

i=l 

se nume§te baricentrul sistemului de puncte A\,..., A m cu 

ponderile A \,..., A m . 


punctul M definit prin relafia 6.2 


—y 

Propozijia 6.2. Fie (X, X, <p) un spa tin afin §i S C X; atunci S este un subspat iu afin al lui X daca 
§i numai daca pentru orice sistemfinit de puncte din S, orice baricentru al acestui sistem aparfine lui 


S. 


Propozijia 6.3. Fie Aq, A\,..., A m puncte ale spapiului afin X. Atunci 


M e af{A 0 ,Ai,...,A m } ^A 0 MG (aqA^, ..., A 0 A 



Demonstrate. Intr-adevar, M G af{ Aq, A\,..., A m } daca §i numai daca exista scalarii Aq, Ai, . .. 
cu proprietatile Aq + Ai + • • • + A„ = 1 §i M = AqAq + A\A\ + • • • + A„A„, adica AqM= 
Ai AiM -|- 


+ A„ — 1 §i M — AqAq + A\A\ + ■ 
+ A n A n M, sau, echivalent AqMg (aqAi, ..., AqA, 


□ 


Corolarul 6.4. dim af { Aq, Ai, ..., A m } < m. 


Corolarul 6.5. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 
1. dimaf{A 0 , A \,..., A m } = m. 


2. vectorii AoAi,..., AoA m sunt liniar independent. 

3. nici unul dintre punctele Aq, Ai, ..., A rn nu apartne subspatului afin subintins de celelalte. 


Defini^ia 6.4. Punctele A q, A i,..., A 

dintre conditiile corolarului 


6.5 


se numesc afin independente daca ele indeplinesc una 
In caz contrar aceste puncte se numesc afin dependente. 


6.4 Repere afine §i repere carteziene 

Defini|ia 6.5. Un sistem de puncte A 0 , A 1 ,... ,A n afin independente, luate intr-o ordine de- 
terminata, se nume§te reper afin al varietatii liniare L = af{A°, A 1 ,..., A' 1 }. 
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De exemplu punctele A 0 = (0,..., 0), A 1 = (Sj,..., <5”), unde este simbolul lui Kro- 
necker, i = 1 ,,n formeaza un reper afin al lui K n . 

Fie A 0 , A 1 ,... ,A n un reper afin al lui L G A(X). Dat fiind M G L, exista scalarii 

_ n —> n 

£o,£i,- ■ ■ / astfel incat, pentru orice O G X sa avem: OM= OA‘ 5 i = 1. In 


i=0 


i =0 


particular A°M= A°A l = A 0 A 1 , deoarece A°A°= 0 • 

t=0 i=l 


Intrucat vectorii A 0 A 1 ,..., A 0 A" sunt liniar independent^ rezulta ca scalarii Z J \,..., 

§i prin urmare £o = 1 — £i — • • • — £«, cu proprietafile de mai sus sunt unici. Scalarii 
£o, £i, • • •, £« se numesc coordonatele baricentrice ale lui M, iar £i, ..., £ n se numesc coordonatele 
carteziene ale lui M fafa de reperul afin (A 0 , A 1 ,..., A n ). 


Definifia 6.6. Se nume§te reper cartezian al varietatii liniare L G A(X) orice pereche X = 
(O, b), unde O G L, iar & = [ci,... ,e„] este o baza ordonata a spafiului director L . Punctele 

(O, A 1 ,..., A”) cu proprietatea ca e* =OA l , i = 1, .. ., n formeaza reperul afin asociat reperului 
cartezian R. 


Fie R = (O, ei,...,e n )un reper cartezian al spafiului afin X. Vom folosi notable 


[M] r = [OM] b = 


Zn 


sau M(£i • • • ,£„). 


Observant ca daca [M] R = [£;] §i [N] R = [p,], atunci componentele vectorului MN fata de 

baza b sunt p f — £/, adica [MN] b = [pi — £;], intrucat MN=ON — OM. Daca (A 0 , A 1 ,..., A") 
este un reper afin al spa ti lui afin X, atunci aplicatia 

T a0 (X) —> K n , M(xi,...,x n ) i—> (x 1 ... / x n ) 

defineste un izomorfism de spa ti i vectoriale, care determina, la randul sau, un izomorfism 
laticeal A(X) —> A(K n ). 

Teorema 6.6. Fie R = (O, b) un reper cartezian al spafilui afin X §i (xi,...,x n ) coordonatele 
uni punct generic al spafiului X fa fa de acest reper. Atunci o varietate liniard r-dimensionald se 
caracterizeaza prin ecuafii parametrice de forma 


Xj 


= x® + dpAj, i = 1 ,..., n. 
;'=i 


O varietate liniard (n — m)-dimensionald se identified cu multirnea solifililor unui sistem de ecuatii 
liniare 

n 

apXj = bi, i — 1,..., m. 

7=1 
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6.5 Schimbarea coordonatelor 

Fie R = (O, b ) §i R = (O', b') doua repere carteziene ale lui X §i T matricea de trecere de la 
baza b la baza b'. Pentru a stabili legatura dintre [M] R §i [M] , observant ca avem succesiv: 

[M] r = [OM}^ = T ■ [OM]^j= T ■ [00' + CXM]^ 

= T • [O^M],, + T ■ [00% = T • [M] R , + [6a\ 

= T ■ [M] r/ + [O r ] R 

Propozi^ia 6.7. Schimbarea coordonatelor carteziene seface dupa formula 

M, = r[MU[o'] r 

in termenii coordonatelor carteziene formula schimbarii de coordonate devine 

n 

Xi = tijx'j + oci, i — l,...,n, 

t=0 

unde T = (f f/ -) §i [0% = («!••• «„). 

6.6 Probleme 

1. in spafiul vectorial X”, unde K este un corp oarecare, se considera o varietate liniara p- 
dimensionala A. Sa se construiasca o aplicafie cp : A x A —> KP astfel incat (A,K p , cp) 
sa fie un spafiu afin. 

SOLUpiE. 


2. Fie A, B doua puncte ale unui spatiu afin real X §i C, D punctele definite prin 

C = 


1 „ A „ 1 „ A 

A + t- -B, D = - - -A + - - -B, 


1-A 


A - 1 


1 + A 


A + 1 


—> —> 11 

unde A G R \ (—1,1}. Aratafi ca EA= A 2 EB, unde E = -C + -D. 


SOLUpiE. 
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3. Fie A\,..., A n puncte ale spafiului afin real X §i Ai,..., k n scalari reali astfel incat 

n 

E ^i = 1. Consideram punctele 

i =1 


B1 

— A \A\ 

+ 

A2A2 

+ • • 

• + 

A n—l-dji—1 

+ 

A«A„ 

b 2 

= A1A2 

+ 

A2A3 

+ • • 

• + 

A n—l-d-n 

+ 

A«Ai 

b 3 

= A1A3 

+ 

A2 A4 

+ • • 

• + 

A„—1A1 

+ 

A,;A 2 

B n -l 

= MA n -i 

+ 

A2 A n 

+ • • 

• + 

1-d-n —3 

+ 

MA n ~ 2 

B n -l 

= A \A n 

+ 

A2 A\ 

+ • • 

• + 

^■n—l-An—2 

+ 

An A m _i 


Aratati ca cele doua sisteme de puncte au acela§i centru de greutat^j adica 

11 111 1 
— A\ H— Aj_ + • • • H— A n = —B\ H—B 2 + • • • H— B n . (6.3) 

n n n n n n 


SOLUpiE. Intr-adevar pentru orice punct O £ X, avem succesiv: 


E ob, = mE 0A ‘ + a 2 E 0 a- + • • • + K-i E OA ‘ + A » E OA > 

i =1 i=l i=l i=l z=l 

n \ / n _ y \ n _). 

E A > E OA i) = E OA < ■ 

;-1 / \t —1 / i -1 


A§adar 


n a _^ n a _ y 

E - 0 B i= E - 0A " 


n 


n 


i=i “ i=i 

fapt care demonstreaza egalitatea ( |6.3| ). 

4. Fie Ai,..., A n , Bi ,... ,B n puncte din spafiul afin real X. Aratafi ca 


unde 


A\B\ AjiByi — n GG , 


G — — A\ H—A 2 + •••-[— A n , G' — — Bi -\— B 2 + • • • H— B n 
n n n n n n 


sunt centrele de greutate ale celor doua sisteme de puncte. Prin urmare cele doua 
sisteme de puncte au acela§i centru de greutate ddaca A 1 B 1 + • • • + A„B„ = 0 • 
SOLUpiA 1. Intr-adevar avem succesiv: 


E A t B t = E (A/G + GG' + G'Bj ) = £ A i G + E GG ' + E G ' B t 


i= 1 


i=l 
n 1 


i=l 


i=i 


i=i 


= E - Ay- +» gg’+y:- BjB 


i.M 


n 




n 


= l E ( A i A i + A i A i) + nGG ' +~ E ( B i B i + B i B i) = n GG' • 


><J 


1 <] 


5 Centrul de greutate al unui sistem de puncte A\,..., A n dintr-un spa tin afin X este baricentrul sitemului 
11 1 

cu ponderi egale G = —A\ -|— A^ + ■ ■ ■ H— A n . 


n n 
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Solufia 2. Daca 0 este un punct fixat, atunci 



(6.4) 

(6.5) 


Scazand relafille \6A I §i (6.5|) obfinem 


n 


(< OG' - OG) = Y^{OBi - OAj) n GG'= £ Aft . 

i =1 i'=l 


5. Se considera un reper afin ( Aq, A\, ...,A n ) al spajiului afin X §i baricentrele de ponderi 

egalfl 

n 1 

G <= E z A i- 


i-o.l& 


n 


Sa se arate ca 


O A[Gi — {G} , unde G — —— r-Ao 5 TT^i + ''' 5 rrrA n , 

! ' n +1 n + 1 n +1 

z=0 

adica intersectia dreptelor AjGj, i G {0, 1 ..., n } este centrul de greutate al sistemului 
de puncte Aq, A\, ... ,A n . 

SOLUTIE. 


6 . intr-un spafiu afin tridimensional raportat la reperul cartezian R = (O, e\, e^, 63 ) se dau 
punctele O' ( 0,3, 1 ) §i vectorii e\ (2, — 1 , — 1 ), ^( 2 , — 1 , 2 ), ^( 3 , 0 , 1 ). Sa se scrie formulele 
de trecere de la reperul R la reperul R' = (O', e' v e' 2 , e'^). Sa se determine coordonatele 
punctului A( 1 , — 2 , 0 ) fata de reperul R'. 

SOLUTIE. Folosim formula [M] R = T[M] r i + [0'] R , unde T este matricea de trecere de 
la baza b = (e\, ej_, 63 ) la baza b' = (e\, e 2 , e' 3 ). Daca 


[M] r 


X\ 


’ x i ‘ 

X 2 

§i [M] R / = 

x' 2 

. X 3 . 


. X 3 . 


6 Centrele de greutate ale fetelor simplexului AqA\ ■ ■ ■ A n . 
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atunci rela^ia [M]j> = T[M] r i + [0 7 ]]? este echivalenta cu 


X\ 


" 2 2 3 ' 


Xj 


' 0 ' 

x 2 

= 

-1 -1 0 


X 2 

+ 

3 

x 3 _ 


-1 2 1 


. *3 . 


1 


adica 


Xf = 

2x; 

+ 

2 x' 2 

+ 

3 X 3 

+ 

0 


x 2 = 


— 

x 2 



+ 

3 

(6.6) 

*3 = 

-x[ 

+ 

2 x' 2 

+ 

*3 

+ 

1. 



Pentru a exprima x' v x 2 §i x ' 3 in termenii lui x\, X 2 §i X 3 consideram matricea extinsa a 
sistemului ( 6 . 6 [ > §i operam asupra sa transformari elementare care ne conduc la expri- 
marea a§teptata. Mai precis avem 


"2 2 3 

X\ 


1 13 

Xf + X 2 — 3 


'113 

-1 -1 0 

X 2 — 3 

r^j 

-1 -1 0 

X 2 — 3 

rsj 

0 0 3 

-1 2 1 

X 3 -I _ 


-1 2 1 

*3-1 


0 3 4 


1 

0 

0 

1 

0 

0 


1 

0 

0 


1 

1 

0 

1 

1 

0 


0 

1 

0 


3 

4 

3 

1 


X\ + X 2 - 3 

1114 

~ x i + -X2 + -X3 — - 


-Xi + -X 2-2 
—X2 — 3 

15 14 

-a*-,**+3*3+3 

1 2 

3 * 1 + 3 * 2 “ 2 
14 15 

9*1 ~ 9 * 2 “ 3 * 3 + 3 
15 14 

A ' 3 1 ' • 3 

12 
-X\ + -X 2 — 2 


X\ + X 2 — 3 
x\ + 2 x 2 — 6 
X\ + X 2 + X 3 - 4 


Prin urmare avem 
1 


r, = 


Xn 


9*1 

1 


4 

-X 2 


X 2 — Xi X 2 


+ 

+ 


= x x l + x x 2 


1 

o X 3 

: x 3 


+ 

+ 


1 

- 4=> 

3 

2 . 

IT _ 


x\ 
x ' 2 

L *3 J 


,5 4 


1 

9 


1 

-1 

3 


-4 

-5 

6 


adica [M] R i = T 1 [M]r + [0] R r, unde [O]^, = [- - 2], In particular 


-3 

3 

0 



' 


Xi 



x 2 

+ 

- 

. X 3 . 



(6.7) 


[A]r, = T 


-1 


[A\r + [0] R z - - 


1 -4 
-1 -5 
3 6 


-3 

3 

0 



' 5 ' 


' 8 ' 


1 ' 


3 


3 


-2 

+ 

4 

= 

7 


0 


3 


3 




2 


-1 


7. in planul afin K 2 consideram un reper afin R = ( A A 1 , A 2 ), 
(a) Care sunt coordonatele lui A 1 fata de R? 
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(b) Sa se scrie ecua^ia dreptei AB, unde A, B G K 2 , unde 




a 

0 


[*]r 


0 

b 


SOLUTIE. 


(c) Sa se calculeze coordonatele punctelor A °, A §i B fafa de reperul R = (A 1 , A 2 , A 3 ), 
unde 

i*X =[\ ■ 

SOLUTIE. 


8 . In spatiul afin 4-dimensional X raportat la reperul cartezian 

R = (Aq, AqAi, AqA2, AqA^, AqA^) 
se dau puntele B( 1,1,0,0), C(0,1,1,0). 


(a) Sa se arate ca 

R = (A 3 , A 3 A 1 , A 3 A 4 , A 3 B, A 3 A 2 ) 

este un reper cartezian. 

(b) Sa se scrie formulele de trecere de la reperul R la reperul R. 

(c) Sa se determine [M] R §iind ca [M]^ = [5 — 1 0 2], 

(d) Un subspa^iu afin al lui X este dat, fafa de reperul R, prin sistemul 


J x\ + lx 2 — X3 =0 
\ x\ +X 4 = 2 . 


Care sunt ecuatiile acestui subspatiu fata de reperul R ? 

(e) Un subspafiu afin al lui X este dat, fafa de reperul R, prin sistemul 

J x\— x 2 + X 3 —X 4 =0 
\ x 2 + X 3 =5. 

Care sunt ecuatiile acestui subspatiu fata de reperul R ? 
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SOLUTIE. 


9. Se considera un plan tc §i R = (O, i , j ) un reper cartezian ortonormat al sSu. Con- 
siderSm de asemenea elipsa £ a cSrei ecuatie fata de reprerul cartezian ortonormat 

2 1 O 

* “ VI 

O' 1 -> 2 

/ = —= z + —y= y . Aflafi ecuajia elipsei £ ia\a de reperul R. 

V5 V5 

SOLUTE. 



R' = (O', i , j ) este 10x /2 + 5y ' 2 = 10, unde O' 

V 5 5 


§i 


7 

10. Se considera un plan tc §i R = (O, f, 7 ) un reper cartezian ortonormat al sSu. Con- 
siderSm de asemenea hiperbola 'H a cSrei ecuatie fata de reprerul cartezian ortonor- 

—yt —^ —yf \ —y 2 —^ 

mat R' = (O', i , j ) este 4x /2 — y' 2 = 36, unde O' (3, —4) §i i = —^ z +—= j §i 

V5 v5 
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A 7 2 ->■ 1 -f 

j =-— i + —= / • Aflaji ecuajia hiperbolei H fa$a de reperul R. 

\/5 \/5 


Page 43 of 
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7 Saptamana 7. Func(ii polinomiale 

7.1 Defini^ii §i observajii 

Fie X un spatiu afin real n-dimensional. O functie / : X —> R se nume§te functie poli¬ 
nomiala daca exista un reper cartezian R = (0,ei,...,e n ) al lui X §i un polinom F G 
R [Xi, Xj_, ..., X„] astfelincat pentru orice punct X £ Ide coordonate carteziene {x\, X 2 , ■ ■ ■ ,x n 
fata de R sa avem 

/(X) = F(x lr X 2 ,...,Xn), 

adica / este un polinom in coordonatele lui X fat;a de R. Observant ca no^iunea de functie 
polinomiala nu depinde de alegerea reperului cartezian R. Intradevar, daca S este un alt 
reper cartezian §i / : X -A R este un polinom in coordonatele lui X fafa de R, atunci / este 
un polinom de acela§i grad §i in coordonatele lui X fata de S, deoarece formulele de trecere 
de la reperul R la reperul S sunt polinoame de gradul intai reversibile. 

Prin urmare gradul polinomului F este invariant la schimbarea reperului si se numeste 
gradul lui f. Alegerea convenabila a reperului poate conduce la o forma cat mai simpla a 
polinomului de reprezentare a lui /. 

Defini^ia 7.1. Daca / : X — > R este o funcfie polinomiala de gradul doi pe spafiul afin 
n-dimensional X, atunci preimaginea Q = / ’(0) se nume§te hipercuadricd. Daca n = 2, 
atunci Q se nume§te conica, iar daca n = 3, atunci Q se nume§te cuadricd. 


7.2 Funcjii polinomiale de gradul doi. Reprezentari matriceale 

Fie / : X —> R este o functie polinomiala de gradul doi care, fata de reperul cartezian 

n n 

R = (0,e 1 ,... ,e n ) al lui X, are reprezentarea /(M) = floo + 2 E a iO x i + E -> 9*1 Xj pentru 


z'=1 


orice M(x 1 ,... ,x n ) G X. Aceasta se poate reprezenta matriceal astfel: 

/(M) = a m + 2(a 10 ■ ■ ■ + [M]^[M] R , 

unde 


bj =1 


A : = 


^ ^ 11 ^12 

a 2 1 a 22 


a m \ 


2n 


V 


CL 1 CL rf 

n 1 n2 


/ 


Matricea A poate fi aleasa simetrica deoarece / admite si reprezentarea 

/(M) = a 00 + 2 (a 


no 




Notam cu [/]# matricea A, atunci cand A este simetrica, adica 

f(M) = a m + 2(a w ■ ■ • aJ[M\ R + [M]‘ • |[/]„ ■ [M]„ 

unde 


\f\ R ■= 


^ CL ^ ^12 

a 21 a 22 


\ 1 

\ nl n2 


a 1 \ 

In 


"2 n 


/ fl-ij djif 1 jl 
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Daca R' = (O',e[,... ,e' n ) este un alt reper cartezian, atunci [M] R = T[M] R , + [0'] RI ude 
T este matricea de trecere de la baza b = (e\,..., e n ) la baza b' = (e\,..., e' n ), fapt care arata 
ca 

f(M) = b m + 2 (b 10 ■ ■ ■ !>J[M] r , + [M]',(r ( [/]„T)[M] R „ 

unde 

b x = a„ + 2(a w .OP'], + [O']' ■ [/] K [0 '] 8 = /(O') 

K ■ ■ ■ K«) = (»,„ ''' »„o )T+\lO']‘ R ({f] R + [/]')7 = (»,„ • • • «JT+{0% ■ lf] R • T. 
A§adar \f\ Rl = T t [f] R T. 

O alta matrice importanta legata de reprezentarea functiei polinomiale / fata de reperul 
R este 


Mr = 



a 

o 

o 

a oi 

a 02 

a 0n 



«10 

a n 

U 12 

U ln 



a 20 

U 21 

a 22 

dry 

2 n 






a 



unde a oi = a i0 , i = 1 ,n. 


Intr-adevar avem 


/(M) = (lx 1 x 2 • • • x„)[[f ]\ 1 


/I \ 
*1 
*2 

V Xn 


Daca [M] f 


R i Oi A 


x ' n ), atunci avem 

/ 1 0 
fa *11 

fa *21 


unde 


(i \ 


x i 


x 2 

= 

\ Xn / 


[O']* 


12 


22 


n.2 


0 \ / 1 \ 
t 
t 


In 


2 n 


x[ 

X'r, 


inn / \ A 


f fa \ 
fa 

V fa J 


§i T = (* 


ij' l<i,j<n * 


Prin urmare avem 


/i \ 


/(M) = ( lxix ' 2 ... y,)(S'[[/]] K S) 


x\ 

Xn 


\ x'n 


unde 


S = 


/ 1 

0 

0 

0 

\ 

fa 

*11 

*12 ••• 

*1„ 


fa 

*21 

*22 

*2„ 


\ fin 

ini 

in 2 ■■■ 

t 

nn 

/ 
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fapt care arata ca [[/]L = S f [[/]] R S. 


7.3 Reducerea izometrica a polinoamelor de gradul doi in doua variabile 

7.3.1 Invariant ortogonali 

Fie n C Pun plan afin §i / : n —> R o funcjie polinomiala de gradul doi reprezentata in 

—> 

raport cu reperul cartezian ortonormat R — (O, i, j) de polinomul 

F = a oo “I - 2 aiqX -\- 2a 20 Y a\\X?~ 2a\ 2 XY a 22 Y^, adica 

/ \ ( a 00 «01 fl 02 \ 

\f\ R = ( a l 1 a f ) §i [[f]] R = *10 «11 A 12 , fly = fl;i- 

V J \ fl20 «21 A22 / 

Definitia 7.2. O functie <3? : IR 6 —> X se numeste invariant ortogonal al functiei polinomiale 

/ : n -A R, /(M) = floo + 2fligx + 2 fl 2 oy + flu * 2 + 2a 12 *y + a 22 y 2 

daca valoarea ^(ciqq, a\o, a 2 Q,a^,a\ 2 ,a 22 ) nu se schimbd atunci cdnd schimbdm repend cartezian 
ortonormat. 


Propozi^ia 7.1. Polinomul caracteristic 

P(A) = det( [f] R — A/ 2 ) = 


All — A l?i2 
fl2i fl22 — A 
— A 2 — / • A ■ (), (l?21 = fll2) 


este invariant ortogonal al luif. In particular 


S = det [ f] R = 


an a \ 2 


a 2\ a 22 


— a ll a 22 ~ fl?2 §i 1 ~ ft [f] R ~ All + A22 


sunt invariant ortogonali ai luif. De asemenea determinantul 


A = det [[/]] R = 


A00 A01 A02 
AlO All fl 12 
A 20 A21 A 22 


/ (A/fc A fa') 


esfe invariant ortogonal al luifnumit discriminantul luif. 


—y —^ — y^ —^ 

Demonstrate. Daca R = (O, i, j ) este reperul cartezian ortonormat initial §i R' = {O', i , j ) 

este noul reper cartezian ortonormat, notam cu T matricea 

Din «i2 
«21 «22 

—^ ^ ^ 

de trecere de la baza b = [i, j] la baza £/ = [ ?' , j ] §i amintim ca T este ortogonala, adica 
T l ■ T = I 2 . Prin urmare, daca notam cu P'{ A) polinomuul caracteristic asociat lui / faj:a de 
reperul cartezian R', deducem ca 

P\ A) = det([/] R , — A7 2 ) 

= det[T> •[/],• T - T> • (Af 2 ) • T] 

= det[T>-([/],-A/ 2 )-r] 

= det T 1 ■ det([/] R — A/ 2 ) ■ det T 
= det([/]„-Af 2 ) = P(A). 
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Pentru a demonstra invarianta lui A la schimbarea reperului ortonormat folosim relatia 

[\f]\ R > = S f [[/]] R S,unde 


S = ( fa an a 12 ) §i [ 0 '] R = ( t 1 \ 

V h a 2 i a22 ) V P2 J 

Prin urmare daca notam cu A' discriminantul lui / fata de reperul R' obtinem: 

A' = det[[/]] R , = det(S*[[/]] R S) 

= det (T f • [[/]] R • det T) 

= det[[/]] R (det T ) 2 = A(det T ) 1 = A. 


□ 


7.3.2 Semiinvarian^i ortogonali 

Defmijia 7.3. semiinvariant ortogonal al func^iei polinomiale / : n —> R, f(M ) = #oo + 
2#iqV “b 2fl20!/ “b #11^* 2 d - 2#i2Vl/ “b # 22}/~ dciCU VttloClYCCl Cl\§, #20/ #11/ #12/ #22) WW SC SCllimba 

atunci cdnd schimbdm reperul cartezian ortonormat fara a schimba originea sa. 


Propozi^ia 7.2. Polinomul Pq( A) = 


#oo 

#io 

#20 


invariant ortogonal al luif. Prin urmare, 


#01 a 02 

a\\ — A #i 2 

#21 #22 — A 


A — KA + #qoA 2 este mw seraz- 


#00 

#01 

+ 

#00 

#02 

#10 

#11 

#20 

#22 


esfc un semiinvariant ortogonal al lui f. 

Demonstrate. Presupunem ca reprezentarea lui / fata de reperul cartezian ortonormat R = 

—► “A 

(O, i, j) este 

/(M) = #00 + 2flio* + 2# 20 y + #n* 2 + 2# 12 xy + # 22 y 2 
§i consideram functia polinomiala / — A (x 2 + y 2 ), care fata de un nou reper cartezian ortonor- 

—} a -y 

mat R — (O, i , j ) (avand aceea§i origine O) are forma 

#oo + 2b 10 x / + 2fc 2 oy / + bnx ’ 1 + Ib^x'y' + & 22 y /2 - A(x /2 + y /2 ). 


deoarece formula distantei de la M la O nu se schimba daca schimbam reperul R cu reperul 
R'. Discriminantul lui / — A(x 2 + y 2 ) fiind un invariant ortogonal deducem ca 


#00 

#01 

#02 


#00 

boi 

bo2 

#10 

#11 — A 

#12 

= 

bio 

b n - A 

b\i 

#20 

#21 

#22 — A 


bio 

bn 

bii — A 


adica Po (A) este un semiinvariant ortogonal al lui f. □ 
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7.4 Probleme 


1. Sa se calculeze invariantii §i semiinvariantii ortogonali ai polinoamelor de gradul 2: 

(a) dcx 2 + 2/3xi/ - (a — 2 )y 1 + 2x + 2y + 2 = 0; 

(b) (a — l)x 2 + 2fixy — (a + l)y 2 + 2xx + 2/3y — (a + 1) = 0, 


oc, fiind coordonatele unui punct din plan. 

SOLUpiE. ( pTa] ) Invariantii ortogonali l, 6 §i A sunt 1 = 2, 


DC 

fi 2 — DC 


= 2 DC - DC 2 - fi 2 


§1 


2 1 1 

A = 1 DC fi 

1 fi 2 — DC 

= Acc- 2 dc 2 + 2fi-2fi 2 -2 = -2 (dc 2 + fi 2 - 2dc - fi + 1 ). 


= 2dc(2 — dc) + 2fi — dc — 2 fi 2 —2 + dc 


In sfar§it, semiinvariantul este K 
SOLUTIE.flTbj) 


2 1 

1 DC 


2 1 
1 2 -DC 


2 . 


2. Sa se calculeze invariantii §i semiinvariantii ortogonali ai polinoamelor de gradul 2: 

(a) —2 + 16x — 8y + 9x J - 4xy + 6y 2 ; 

(b) —36 16x 12y -|- 4xy -|- 3 y 2 ', 

(c) 1 — 6x + 2y + x 2 — 4xy + 4y 2 . 

SOLUTIE. 
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8 Saptamana 8: Teorema de reducere izometrica a polinoamelor 
de gradul doi in doua variabile 

Teorema 8.1. Fa$a de un reper cartezian ortonormat convenabil ales fiinctia polinomiald f are una 
din formele urmatoare: 

1. Xix" 1 + A 2 y" 2 + f, daca 8 7 ^ 0 ; 

2. ly" 1 ±2\J—jx", daca 8 = 0, A 7 ^ 0; 

3. ly" 1 + j, daca 8 = A = 0. 


In procesul de reducere al functiilor polinomiale de gradul doi, matricea simetrica \f] R se 
diagonalizeaza cu ajutorul unei baze de vectori proprii ai acestei matrici. Directiile vectorilor 
unei astfel de baze, adica spatiile generate de ei, se numesc directii principale ale functiei 
polinomiale in discutie. 


Demonstrate teoremei 8.1 Fie A ], A 2 radacinile ecuatiei (polinomului caracteristic) P(A) = 0, 
adica valorile proprii ale matricii simetrice 


If] = ( fln ai2 ^ 

7 R V fl 2i a 22 ) 

_>./ 

§i i (p 1 , cj 1 ), j (p 2l c / 2 ) vectori proprii asocial valorilor proprii Ai respectiv A 2 care formeaza 
o baza ortonormata a lui n. Notand cu T matricea ortogonala 

f Pi P2) 

\<h di ) 

de trecere de la baza ortonormata initials b = [i, j] la baza ortonormata b = [i , j ], 

obtinem formulele de trecere de la reperul initial R = (O, i, j ) la reperul R — (O, i , j ), 
[M], = T[M] r ,. 

A§adar, au loc relafiile 


ViVj + Wj = 5 ij = 


1 daca i = j 
0 daca i 7 ^ j 


i,j, k G {1,2}. Folosind reprezentarea lui / fata de R, 

f(M) = a m + 2(a w ,a 20 ){M] s + [M]‘ • [ f]„ ■ [M]„. 

§i relatiile de trecere [M] R = T[M\ , obtinem reprezentarea lui / fata de reperul R' 


f(M) = „00 + 2(«,o,« 20) ■ T[M] k , + [M]„(T ( - L f] R ■ T)[M]„. 
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—>/ ~y' 

Folosind proprietatea de ortogonalitate a matricii T precum §i faptul ca i (pi,cji), j 
sunt vectorii proprii ai matricii \f] R asociafi valorilor proprii Ai, A 2 se poate u§or 
verifica relatia 


r ''^' T =(o' a 2 ) 

§i astfel deducem reprezentarea lui / fata de reperul R' 

f (Ad) = ciqq + 2biQX r + 2b 2 oy' A\x' 2 A- A 2 y’ 2 , 

unde £>io = «ioPi + #20*71/ ^20 = a ioP2 + # 20 *? 2 - A§adar I = Ai + A 2 §i A = Ai • A 2 deoarece J, 
5 sunt invariant ortogonali ai lui /. 

1 ) 5 7 ^ 0 =>■ Ai yf 0 §i A 2 yf 0 §i deci putem scrie 

/(M) =c 00 + Ai(x / + ^)^ + A 2 (y / +^) 2 / 

b 2 b 2 

unde Coo = #00 — xj 1 — jy- Facand schimbarea de reper cartezian ortonormat data de relatiile 

Y // _ Y > 1 ho 

A, - -A- | ^ 

y" = y' + h k 


obtinem reprezentarea lui / in forma 


/(M) — Aix //2 + A 2 y //2 + cqo/ 


de unde rezulta A = 


coo 0 0 

0 Ai 0 

0 0 A 2 


= COO • A, 


adica Cqo = j- Prin urmare, reprezentarea finala a lui / este 


f(M) = A lX " 2 + A 2 y" 2 + j. 


2) A = 0 => Ai = 0 sau A 2 = 0. Daca Ai = 0 rezulta ca I = A 2 7 ^ 0. in acest caz 
reprezentarea lui / fafa de reperul este f(M) = #00 + 2-biox' + 2b 2 oy' + Iy' 2 , sau, altfel, 

/ (AT) = I (y' + -^) + 2b\Qx' + boo, 

b 2 

unde boo = #00 — yy, iar discriminantul lui / are forma 


A 


#00 &10 ^20 

&10 0 0 

&10 0 I 



I. 


De aici deducem ca b 10 7 ^ 0 §i &10 



Deci / poate fi pusa sub forma 
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Facand schimbarea de reper cartezian ortonormat data de relatiile 

r" — Y ' _l_ _^Q 0_ 
a - A -r 2bw 

y" = y' + jl 

obtinem reprezentarea finala a lui / in forma 


f(M) = Iy" 2 ±2^1-jx". 

3) Deoarece 8 = 0, presupunem ca mai sus ca X\ = 0 de unde rezulta A 2 = I f 2 0. In 
acest caz reprezentarea lui / fafa de reperul R' este 

/ (-M) = «oo + zbiox' + 2&2oy / + fy /2 - 

Relafia A = 0 este echivalenta cu 


a oo boi bo2 
b\o 0 0 

bio 0 I 


= 0 


adica —b^ Q I = 0, de unde deducem b \0 = 0 §i astfel reprezentarea lui / fafa de R' este 

/ (M) = aoo + 2&2oy / + Jy /2 / 

adica, 

f(M) = l(y> + b f) 1 + m - b f. 

Cum insa K este semiinvariant ortogonal §i reperele R §i R' au aceea§i origine, rezulta ca 
valoarea sa nu se schimba atunci cand trecem de la R la R'. Prin urmare avem 


K = 


aoo 0 
0 0 


+ 


a oo boi 
bio I 


b 2 

= a 00 I - b^ = 1 ( a m - -j-), 


adica aqo = Facand translafia 


x" = x' 


□ 


y" = y' + ¥ 

obtinem reprezentarea finala a lui / sub forma 

f(M) = I y" 2 + j. 

Teorema 8.2. (Teorema de reducere izometrica a conicelor) Datdfiind conica 

Q : aoo + 2aiox + laioy + flip 2 + 2fli 2 xy + any 2 = 0 

exista un reper cartezian ortonormat convenabil ales astfel incdt ecua^ia acesteia sa aibd una din 
formele urmatoare: 

1. X\x" 2 + A 2 y //2 + f = 0, dacd 8 0; 
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2. Iy" 2 ± 2yJ-$ x" = 0, dacd J = 0, A / 0; 

3. Iy" 2 + f = 0, tiflCfl A = A = 0. 


A/0 

3 > 0 

I A > 0 

elipsa imaginara 

conice 

nedegenerate 

IA < 0 

elipsa reala 

s < 0 

hiperbola 

5 = 0 

parabola 

A = 0 

5 > 0 

doua drepte secante imaginare 

conice 

degenerate 

5 < 0 

doua drepte secante reale 

5 = 0 

K>0 

doua drepte paralele imaginare 

K<0 

doua drepte paralele reale 

K = 0 

doua drepte reale confundate 


Demonstratia teoremei de reducere a polinoamelor de gradul doi in doua variabile sug- 

ereaza o metoda de a aduce conicele la forma canonica, numita metoda valorilor §i a vectorilor 

— >1 -V 

proprii. In continuare vom prezenta o metoda alternative de a gasi reperul R' = (O', j , j ), 
fafa de care ecuatia unei conice cu centru unic (ex. elipsa, hiperbola) are forma are forma 
redusa. 

Originea O' este centrul conicei. A§adar, coordonatele sale date de unica solute a sis- 
temului 

f \F' x (x,y) = 0 a w + a n x + a 12 y = 0 

\ \F' y (x,y) = 0 \ a 20 + a 12 x + any = 0 ^ ' 

—> —>/ —}/ —> 

Daca Q = <(i, i ), atunci coordonatele lui i in raport cu baza inifiala [i, j] sunt (cos 9, sin 6) 

-V _^/ ->i 

iar coordonatele lui j sunt (— sin 9, cos 6). Vectorii i , j fiind directive principale core- 
spunzatoare valorilor proprii A j respectiv A 2/ coordonatele lor sunt solutiile sistemelor 


J (fln — Ai) cos 9 ci\ 2 sin 9 — 0 
[ a 12 cos 9 + (ci 22 — Ai) sin 0 = 0 


( 8 . 2 ) 


j — (flu — A 2 ) sin 0 + fli 2 cos 0 = 0 
| — fli 2 sin0 + (a 22 — A 2 ) cost? = 0. 


(8.3) 


Prin urmare 


Af — ci\\ + di 2 tg9, A 2 — a 11 — fli 2 ctg0. 


(8.4) 


Adunand relafiile (8.4) §i (inand seama de relafia flu + a 22 = Aj + A 2 , deducem relafia 


flf 2 tg 2 0 + (flu - fl 2 2 )tg 0 - «12 = 0 . 


(8.5) 


— >! 

Schimband eventual rolul lui A\ cu cel al lui A 2 , baza [i , j ] poate fi astfel alesa incat 
unghiul rotatiei sa fie intre 0 si j. Acest fapt impreuna cu relatia 8.5 determina in mod 


unic 9 (cu excepfia cazului a\ 2 = 0, flu = a 22 , cand conica este un cere §i 9 poate lua orice 
valoare) care este unghiul rotatiei axelor de coordonte. Ecuatia [875] este echivalenta cu ecuatia 
(flu — fl 22 )tg 0 = fli 2 (l — tg 2 0 ) sau cu ecuafia 


tg 20 


2^12 

An - a 22 


( 8 . 6 ) 
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Pantele direc tailor asimptotice sunt date de ecuatia 

ci 22 in 2 + 2 ai 2 in + a\\ = 0. 

Notand cu m\, m 2 cele doua radacini ale ecuatiei |8?7) . ecuajiile asimptotelor sunt: 

F x = 0, i G {1,2} 

ecuatia globala a celor doua asimptote este 

F (x,y) = j 


(8.7) 


( 8 . 8 ) 


(8.9) 


8.1 Probleme 


1. Sa se discute natura conicei (Q a «) ax 1 + 2/3xi/ — (a. — 2 )y 2 + 2x + 2y + 2 = 0, oc, /3 fiind 
coordonatele unui punct din plan. 

SOLUTIE. Amintim (a sevedea problema (|Ta])-lista 7) ca invarian^ii ortogonali l, 5 §i A 
sunt 1 = 2, 

S = 2a. — a 2 — /3 2 


§i 

A = -2(<x 2 + p 2 - 2cc - p + 1), 

iar semiinvariantul ortogonal este k = 2. Observant ca 5 = 0 daca §i numai daca 
M(a,/3) apar^ine cercului C := C{B, 1), unde £>(1,0). De asemenea A = 0 daca §i 

numai daca M(a, /3) aparjine cercului C' := C f B', ^ V unde B' 




Pozijia lui M(a,/3) 

<5 

A 

K 

I 

£A 

Natura conicei 

Interiorul lui C 7 

+ 

+ 


+ 

+ 

Elipse imaginare 

Pe C'\A(1,1) 

+ 

0 




Pereche de drepte secante imaginare 

In A 

0 

0 

+ 



Pereche de drepte paralele imaginare 

Ext. C', Int. C 

+ 

- 


+ 

- 

Elipse reale 

Pe C\A 

0 

- 




Parabole 

Ext. C 

- 

- 




Eliperbole 
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2. Sa se discute natura conicei 

(Q^) (« - l)* 2 + 2/3xy - (a + l)y 2 + 2ax + 2/5y - (a + 1) = 0, 

a, /3 fiind coordonatele unui punct din plan. 

SOLUpiE. 
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3. Sa se scrie ecuafia redusa a conicei 9x l — 25y 2 — 18x + 50y — 241 = 0. 
SOLUTIE. 


4. Sa se aduca la forma redusa izometrica §i sa se reprezinte grafic conicele: 

(a) Qi : —2 + 16x — 8 y + 9x 2 — 4 xy + 6 y 2 = 0. 

(b) Q 2 : —36 + 16x + 12y + 4 xy + 3y 2 = 0. 

(c) Q 3 : 1 — 6x + 2 y + x 2 — 4 xy + 4y 2 = 0 . 


SOLUpiE. (4a I (Metoda valorilor §i a vectorilor proprii ) Notam cu / funcfia polinomiala 
de gradul doi care define§te conica Qi §i cu R reperul cartezian initial. Daca M este un 
punct din spa^iu de coordonate (x,y) fafa de R, atunci 


§i deci 


/(M) = 9x 2 — 4 xy + 6 y 2 + 16x — 8y — 2 


lf\ R = 

* K3 

9i [[/L = 

' -2 8 -4 ' 

8 9-2 




1 

SO 

CM 

1 

1 
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de unde rezulta ca 


§1 


8 = 


9 

-2 


—2 

6 


= 50 



1 

00 

tN 

1 


-1 4 -2 

A = 

8 9-2 

= 4 

8 9-2 


(N 

1 

1 


-2 -1 3 

= 4(—27 + 16 + 16 — 36 

+ 2 - 96) = -4 


Valorile proprii ale matricii [f] R sunt radacinile polinomului sau caracteristic, adica 


9-A -2 
-2 6-A 


= 0 44 (9 — A) (6 — A) — 4 = 0 

44 A 2 - 15A + 54 - 4 = 0 

44 A 2 — 15A + 50 = 0 44 Ai = 10 §i A 2 = 5. 


Prin urmare ecuajia canonica a conicei Qi este 

500 


z/O //2 auu x //2 y //2 

Wxl a + 5/ 2__^_ + y_ = , 


( 8 . 10 ) 


§i ea reprezinta o elips^j 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii \i = 10 este solutia generala a sistemului 


9-10 -2 

-2 6-10 



M 


' 0 ' 


V 


0 


44 — u — 2p = 0 44 m = —2v. 


A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A} = 10 este e 1 = -^= i — -4g j . 
Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 2 = 5 este solutia generala a sistemului 


9-5 -2 

-2 6-5 


u 

V 


0 

0 


An — 2v = 0 n 

44 < 44 v — 2m. 

—2 m + v = 0 


-> 1 ^ 2 ^ 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 2 = 5 este e 2 = i j . 

V5 V5 

Matricea ortogonala a primei schimbari de coordonate este 

2 1 

T = A A 

1 1 2 


\/5 \/5 


iar schimbarea de coordonate este 



7 Aici se incheie studiul naturii conicei Q|. Consideratiile ulterioare au in vedere reprezentarea sa. 
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Faj:a de reperul R' = (0, e\, e 2 ) funcfia / are forma 


/(M) = —2 + [16 — 8 ] 


= -2+—[40 0] 

V 5 2 


2 1 

y/5 y/5 
1 2 

y/5 V5 


x 

y' 


+ 10x' 2 + 5y 


,/2 


X 

y' 


+ 10x' 2 + 5y' 2 = -2 + 8y/5x' + 10x' 2 + 5y 


a 


= 10 (V + + 5y' 2 - 10. 

A doua schimbare de coordonate este 

x" = x' + - 7 = 
v 5 

y" = y’> 

iar originea reperului fata de care functia are forma redusa are coordonatele 


x" = 0 

y" = 0 , 


•+> 


x' = -A_ 

V5 ^ 


y' = 0 


X = 


y = 


2 2 

y/5y/5 
1 2 

y/5 y/5 



adica originea O' a reperului fata de care functia / are forma redusa are, fata de reperul 

initial R, coordonatele ^ — ^. Fafa de reperul R" = (0',~e i,~e 2 ) conica Qi are 

ecuatia (8.10). Amintim faptul ca originea O' a reperului R" coincide cu centrul elipsei 
Qi §i deci coordonatele sale se pot gasi §i rezolvand sistemul liniar. 

A = o 

4=°- 



— y —y 

(.Metoda unghiului si a centrului unic) Unghiul vectorilor i si / , este dat de ecuatia 
fli 2 tg 2 0 + (an - a 22 )tg6 - a\ 2 = 0 -2tg 2 0 + 3tg0 + 2 = 0, 
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iar aceasta are radacinile tg@i = 2 §i tg $2 = Alegem solu^ia din intervalul (0, j), 
adica tg(9| = 2. Valorile proprii ale matricii \f] R sunt }i\ = an + «i2tg0i = 9 — 4 = 5 §i 
pi 2 = #ii — «i2ctg0i = 9 + 2 • ^ = 10. A§adar ecuafia redusa a elipsei este 

X 2 Y 2 „ 

(%/2) 2 + l 2 “ ■ 

In sfar§it, coordonatele centrului elipsei sunt date de solutia sistemului 

f f x = 0 / 16x + 18x-4y = 0 _ _4 _2 

\/, = 0. -8-4x+12y = 0 ^ ' “ 5' V ~ 5' 



( |4b| ) Notam cu / functia polinomiala de gradul doi care define§te conica Q 2 si cu R 
reperul cartezian initial. Daca M este un punct din spatiu de coordonate (x, y) fata de 
R, atunci /(M) = —36 + 16x + 12y + 4 xy + 3y 2 §i deci 


[f\ R = 

'0 2' 
2 3 

§i i\f]] R = 

l 

l 

OJ 
00 ON 

0 OO 

N) ON 

_ 1 




6 2 3 


de unde rezulta ca 


§i 


8 = 


0 2 
2 3 


= -4 


A 


-36 8 6 


-18 4 3 


-9 4 3 

8 0 2 

= 4 

4 0 1 

= 8 

2 0 1 

6 2 3 


6 2 3 


3 2 3 


8(12 + 12 + 18 - 24) = 8 • 18 = 144. 


Valorile proprii ale matricii [f] R sunt radacinile polinomului sau caracteristic, adica 


-A 2 
2 3-A 


0 <=> —A(3 — A) — 4 = 0 

<=> A 2 — 3A — 4 = 0 Ai = 4 §i A 2 = — 1. 


Prin urmare ecuafia canonica a conicei Q 2 este 


4x" 2 -y" 2 


144 x" 2 y" 2 

- <^>--- 

4 3 2 6 2 


1 


( 8 . 11 ) 


Cornel Pintea 


Page 59 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 


























MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


§i ea reprezinta o hiperbol^} 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Aj = 4 este solutia generala a sistemului 


' -4 

2 


u 


' 0 ' 

2 

3-4 


V 


0 


^>2n — v = 0^>v = 2 u. 


A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii Aj = A este ei + ^ j ■ 


J- / + A_ 
vA 1 + V5 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 2 = — 1 este solutia generala a sistemului 

44u + 2 p = 0 +>« = —2v. 


' 1 

2 


u 


' 0 ' 

2 

3 + 1 


V 


0 


—y 2 ^ 1 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 2 = — 1 este e 2 — -7= i H—7= 7 . 


x/5 x/5 


Matricea ortogonala a primei schimbari de coordonate este 



' 1 

2 ' 

I 

T = 

VI 

2 

“f 

iar schimbarea de coordonate este < 


.VI 

A. 

l 


x = 


y = 


-Ax' - 

■v/5 

-=x' + 

\/5 


A y ' 


Fata de reperul R' = (O, e i, e 2) functia / are forma 

1 2 


/(M) = -36 + [16 12] 


= -36 + 


\/5 

2 

. VI 


"40 20" 


1 

.a /5 + 5 . 


1 

1 _ 


f 

A J 


X 

y' 


+ Ax' 1 - y 


a 


+ Ax' 2 — y 
/2 , ,/2 


/2 


= -36 + i|x' - -2|y' + 4x" - f 

= 4 (V 2 + i|x' + 5 ) - 20 - (+ + 4\/5y' + 2o) + 20 - 36 


2 

= 4 (x 7 + v^J" - (y' + 2v/5) - 36 

A doua schimbare de coordonate este 

x" — x' + \/5 


y" = y' + 2 2/5, 
iar originea reperului fata de care functia are forma redusa are coordonatele 


x" = 0 J x ' = -\/5 
y" = 0, ^ \ y' = -2x/5 




1 2 — 

x =- ^V5 + 2—=y/5 

f 'f « 

y = — p\/5 - 2—\/5 
y/5 x/5 


x = 3 

y = -4 ' 


adica originea O' a reperului fata de care functia / are forma redusa are, fafa de reperul 
inifial R, coordonatele (3, —4). Fata de reperul R" = {O', e\, e 2 ) conica Q 2 are ecuatia 
( 8.11[ ). Amintim faptul ca originea O' a reperului R" coincide cu centrul hiperbolei Q 2 
§i deci coordonatele sale se pot gasi §i rezolvand sistemul liniar. 

/,= 0 

fy= 0 - 


8 Aici se incheie studiul naturii conicei Q 2 . Considerable ulterioare au in vedere reprezentarea sa. 


Cornel Pintea 


Page 60 of 121 


'Babes-Bolyai' University 2016 
































MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 



(.Metoda unghiului §i a centrului unic) Unghiul vectorilor i si e \ este dat de ecuatia 
fli 2 tg 2 0 + (a n - a 22 )tg9 — «i 2 = 0 -2tg 2 0 + 3tg0 + 2 = 0, 


iar aceasta are radacinile tg$i = 2 §i tg 9 2 = Alegem solu^ia din intervalul (0, j), 
adica tg$i = 2. Valorile proprii ale matricii \f] R sunt = an + «i 2 tg^i = 0 + 4 = 4 §i 
A 2 = a\\ ~ a i 2 Ctg 0 i = 0 — 2 • \ = —1. A§adar ecuatia redusa a hiperbolei este 


4 x // 2 -y " 2 


144 x //2 y //2 

- <^>--- 

4 3 2 6 2 


1 . 


In 


sfar§it, coordonatele centrului hiperbolei sunt date de solutia sistemului 


/* = 0 
4 = °- 


16 + 4y = 0 
12 H - 4x H - 6 y = 0 


x — 3 , y = —4. 


( [4c] ) Notam cu / funcfia polinomiala de gradul doi care define§te conica Q 3 §i cu R 
reperul cartezian initial. Daca M este un punct din spatiu de coordonate (x, y) fata de 
R, atunci f(M) = 1 — 6 x + 2y + x 2 — 4 xy + 4y 2 §i deci 


L f\ R = 

1 -2 ' 

-2 4 

§i [[/]]« = 

1-3 1 ' 

-3 1 -2 




1-2 4 


de unde rezulta ca 



§i 


A = 


1-3 1 

-3 1 -2 

1-2 4 


4 + 6 + 6-1-4-36=-25 
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Valorile proprii ale matricii \f] R sunt radacinile polinomului sau caracteristic, adica 


l _2 4— 2 \ =° «(l-A)(4-A)-4 = 0 

44 A 2 — 5A + 4 — 4 = 0 44 A (A — 5) = 0 44 Ai = 5 §i A 2 = 0. 

Prin urmare ecuatia canonica a conicei Q 2 este 

2 


by" 2 ±2\/ — —^ x" = 0 44 y" 2 ± -==x" = 0 


( 8 . 12 ) 


§i ea reprezinta o parabol^J 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A ] = 0 este solutia generala a sistemului 


1-0 -2 
-2 4-0 



u 


' 0 ' 


V 


0 


44 u — 2v = 0 44 u — 2v. 


2 -s- 1 A 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii Ai = 0 este e \= —= i ). 

V5 V5 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 2 = 5 este solutia generala a sistemului 
1 — 5— 2 1 [w1 [Ol 

- . r = „ 44 —2 U - V = 0 44 V = —2 U. 

-2 4 - 5 J [ v \ [ 0 

-> q -> ~ A 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 2 = 5 este e 2 = — i +- 7 ^ ] ■ 


75 


Matricea ortogonala a primei schimbari de coordonate este 



' 2 

1 ' 

1 

T = 

f 

2 

iar schimbarea de coordonate este < 


. 45 

vi. 

l 


2 

x = — =x' 

f 


45 

2 


y 


y = T5 X ' + 4l y ' 


Fata de reperul R' = (O, e e 2 ) functia / are forma 

2 1 

/(M) = l + [-6 2] 


y/5 V5 
1 2 


y/5 y/5 

= 1 - + 5 V ' 2 


X 

y' 


+ 5y 


/2 


%' 2 + + b -1 - 7b'+1 


= 5(y'+J.) -245 


X 


A doua schimbare de coordonate este 


x" = x! 


y" = y' + 75' 


3 Aid se incheie studiul naturii conicei Q 3 . Considcratiile ulterioare au in vedere reprezentarea sa. 
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iar originea reperului fata de care functia are forma redusa are coordonatele 


1 1 


x" = 0 

y" = o. 




x! = 0 

y' = 


X = — 7 = 


V5 


<f4> 


y = 


y/5 V5 

2 1 

s/5s/5 




x 

y 


adica originea O' a reperului fata de care functia / are forma redusa are, fata de reperul 
initial R, coordonatele — §)• Fafa de reperul R" = (O', e\, ^ 2 ) parabola Q 3 are 

ecuafia y" 1 = -j=x'. 



9 Saptamana 9: Reducerea izometrica a polinoamelor de gradul 
doi in trei variabile 


9.1 Invariant §i semiinvarianji ortogonali 

Fie g : V —> 1R o functie polinomiala de gradul doi reprezentata fata de reperul cartezian 
ortonormat R = (O, i, j , k) prin 


g(M) = a qq +2a 10 x + 2a 10 y + 2 a 30 z 

+2ai2xy + 2ciioxz + 2aj2,yz 
-\-U\\X^ Cl22}j^ ^33Z^ 

= a 0 o +2(a w a2oa 3 o)[M] R +[MY r -\g] R ■ [M] r , 


unde 


(an a\2 «i3 \ 

«21 «22 «23 

«31 a 32 a 33 ) 


— >/ 

Daca R' = (O', i , j , k ) este un alt reper cartezian ortonormat, amintim ca [g] , = V ■ 

—>/ -V ~ >/ 

[g\ R ■ T, unde T este matricea ortonormata de trecere de la baza [i, j, k] la baza [i , j , k ]■ 
Asadar, rangul matricii [g] R nu depinde de alegerea reperului cartezian ortonormat R si se 
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noteaza cu r. De altfel nici rangul matricii 


ML 


( «00 floi 

Clio a u 

£720 a 21 
\ a 30 a 31 


ft02 «03 \ 
a 12 a 13 

«22 «23 

a 32 a 33 ) 


nu depinde de alegerea reperului cartezian ortonormat R §i se noteaza cu r', deoarece [ [g] ] R/ = 
S f • [[g]] R • S, unde S are forma 


1 0 

* T 


. Este u§or de verificat car' G {r, r + 1, r + 2}. Am- 


intim ca pe langa invariants numerici r §i r' asociati functiei polinomiale g : V —» IR, 


g(M) = a oo +2 a w x + 2a 20 y + 2 a 30 z 

+2a^xy + 2a^xz + 2a23yz 
-j-CluX^ fl22V^ A £7 33 Z?~ 

= «00 +2(fliofl20«3o)[M] R + [M] R • [g] R • [M] r/ 
un alt invariant numeric al sau asociat lui g este indicele pozitiv de inertie i al formei patratice 

2a 12 xy + 2ci\3XZ + 2£?23 yz + flip 2 + £?22j/ 2 + £733Z 2 , 


adica numarul valorilor proprii > 0 ale matricii [g] R . 

Definijia 9.1. O aplicafie O : IR 10 —> X se nume§te invariant ortogonal al funcfiei polinomiale 


g : t 1R, g(M ) — floo +2fliox + 2a2oy + 2fl3oz 

+ 2 fl 12 xi/ + 2 fli 3 xz + 2a23yz 
-\-a\iX^ 2 tz 22 V 2 A a 33 z ^ 


daca valoarea 


O(fl00/ «10/ fl 20/ £730/ £712/ «13/ £723/ £7ll, £722/ «33) 


(9.1) 


nu se schimba atunci cand schimbam reperul cartezian ortonormat. Aplicatia <t> se numeste 
semiinvariant ortogonal al functiei polinomiale g daca valoarea ( 9.1 [ ) nu se schimba atunci 
cand schimbam reperul cartezian ortonormat, fara a schimba originea sa. 


9.1.1 Invariant ortogonali 
Propozi^ia 9.1. Polinomul caracteristic 

/,, - I, A + I 2 A 2 - A 3 , 


P(A) = 


flu — A a \2 a\3 
£721 £722 — A £723 

£731 £732 £733 “ A 


unde £7 .. = £7 r , este invariant ortogonal al lui g, adica 



£7n 

£712 

£713 





5 = 

£721 

a 22 

£723 






£731 

£732 

£733 





£7ll 

£712 

+ 

£711 

£713 

+ 

£722 

£723 

£721 

£722 

£731 

£733 

£732 

£733 


h = £7ll + £722 + £733 
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sunt invariant ortogonali ai lui g. De asemenea determinantul 


aoo a 01 a 02 a 03 

A = det[M]„ = “ 10 “ n “ 12 " 13 

«20 a 2 \ a 22 «23 

fl 30 a 3l a 32 «33 

este invariant ortogonal al lui g numit discriminantul lui g. 

9.1.2 Semiinvarian^i ortogonali 
Propozi^ia 9.2. Polinomul 

PoW = 

= A - KiA + K 2 A 2 - A 3 
este un semiinvariant ortogonal al lui g, adica 


(aik &ki) 


a 00 

a o\ 

a 02 

a 03 

a 10 

a\\ — A 

a 12 

a 13 

a 20 

a 2 l 

fl22 — A 

«23 

a 30 

a 3 l 

«32 

«33 - 


(9.2) 


Ki = 

a 00 fl oi a 02 
a io an an 

+ 

aoo a Q\ «03 

a io a\\ «i3 

+ 

aoo aQ 2 ao 3 

a20 a22 «23 


a20 a 2\ a22 


a 30 fl 31 a 33 


a 30 a 02 «33 


(9.3) 


K 2 = 


aoo a oi 
a io «n 


+ 


«00 a 02 
a 20 Cl22 


+ 


«00 a 03 

a 30 a 33 


sunt semiinvarianfi ortogonali aifuncfiei polinomiale g. 

Observa^ia 9.1. Daca funcfia polinomiald g \ V —t IR nu confine variabila z cand spafiul V este 

—^ ^ ^ 

raportat la reperul cartezian ortonormat R = (O, i, j, k ), atunci A = 0 iar Ky este un invariant 
ortogonal. De asemenea daca g nu confine variabilele y, z, atunci A = Ky = 0 iar K 2 este un 
invariant ortogonal. 


intr-adevar, daca g(M) 

— a 00 + 2a\ox + 

2a 20 y + anx 2 



a 00 

a 01 

a 02 


K r =5 = 

a 10 

a n 

a 12 



a 20 

a 21 

a 22 

este invariant ortogonal al 

conicei 





/ g(M) 

= 0 



(9.4) 


[ z = 0. 

—>/ —* f — >> 

Fie R' = (O', i , j , k ) un alt reper cartezian ortonormat, unde O' (<x,fi, 7 ). Valoarea lui 

Ki nu se schimba prin trecerea de la reperul R la reperul R\ = (0\, i, j , k), unde 0\ (&, fi, 0), 
deoarece Ki este un invariant ortogonal al conicei 

g(M) = 0 
z = 0. 
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De asemenea valoarea lui K\ nu se schimba prin trecerea de la reperul R \ la reperul 

—>■ —>■ 

R 2 = (O', i , j , k) deoarece forma tuncfiei polinomiale g nu se schimba prin aceasta trecere. 
In sfar§it, valoarea lui Ky nu se schimba prin trecerea de la reperul R 2 la reperul R' deoarece 
Ky este un semiinvariant ortogonal al functiei g. Analog se arata ca semiinvariantul K 2 este 
un invariant ortogonal daca functia polinomiala g nu confine variabilele y, z. 


9.2 Teorema de reducere izometrica a polinoamelor de gradul doi in trei 
variabile 

Teorema 9.3. Fa(d de un reper cartezian ortonormat convenabil ales functia polinomiala g are una 
dinformele urmdtoare: 

1. M x " 2 + A 21/" 2 + A 3 z " 2 + j, daca 8 yf 0 ; 

2. Aix " 2 + My" 2 ± \j~Ti z " d ac & $ = 0/ h 7 ^ 0, A yF 0; 

3. Aix " 2 + My " 2 + t ; 1 daca 8 — 0 , h ^ 0, A = 0 ; 

4. I 2 x" 2 + 2 \f—^y" daca 5 = 0, h = 0, K x / 0; 

5. I 2 x" 2 + § daca 8 = 0, h = 0, K x = 0. 


Matricea T din demonstrafia teoremei 9.3 fiind ortogonala detT G { — 1,1}. De obicei 

-V -> ->■ -s- -V 


vectorii i , j , k sunt astfel ale§i incat det T = 1, adica bazele [ i , j , k ] §i [ i , j , k ] sa fie 
la tel orientate. Data fiind o tunc tie polinomiala de gradul doi g \ V —? IR, un invariant or¬ 
togonal al lui g se nume§te §i invariant ortogonal al cuadricei g _ 1 (0). Observam de asemenea 
un semiinvariant ortogonal al lui g se numeste §i semiinvariant ortogonal al cuadricei g ~ 1 ( 0 ). 


Teorema 9.4. (Teorema de clasificare a cuadricelor) Data fiind cuadrica 


Q : «oo +2a\gx + 2a2oy + 2aggz 

+2a 12 xy + 2 fli 3 xz + 2 a 2 gyz 
+flnx 2 + 2a22y 2 + 033 z 2 = 0 

existd un reper cartezian ortonormat convenabil ales astfel incdt ecuapia acesteia sa aibd una din 
formele urmdtoare: 

1. Aix " 2 + A 2 y" 2 + A 3 Z " 2 + j — 0 , daca 8 yf 0 ; 

2 . Aix " 2 + My " 2 ± sj 1 ~R Z " = 0 daca 8 = 0 , Ii y^ 0 , A y^ 0 ; 

3. A ^" 2 + My " 2 + ^ = 0 daca 8 = 0 , h £ 0 , A = 0 ; 

4. I 2 x" 2 + 2 \pfgy" = 0 daca 8 = 0, I x = 0, K x / 0; 

5. I 2 x " 2 + § = 0 daca 8 = 0, h = 0, Ki = 0. 


Cornel Pintea 


Page 66 of 


121 


© 'Babes-Bolyai' University 2016 










MLR0015-Geometrie Afina, Seminar 


Universitatea "Babes-Bolyai", Departmentul de Matematica 


r' 

r 

i 

(Semi)invarianti 

Denumirea cuadricei 

ecuafia canonica 

4 

3 

3 

A > 0 

elipsoid imaginar 

Aix 2 + A 2 J / 2 + A 3 Z 2 + ^ = 0 

A < 0 

elipsoid real 

2 

A > 0 

hiperboloid cu o panza 

A < 0 

hiperboloid cu doua panze 

2 

2 

paraboloid eliptic 

A 1 X 2 + A 2 J / 2 ± yj — j^Z = 0 

1 

parabolid hiperbolic 

3 

3 

3 

punct dublu 

\lX Z “I - A 2 J / 2 = 0 

2 

con 

2 

2 

Kih > 0 

cilindru eliptic imaginar 

AlX 2 + A 2 j / 2 + jy = 0 

K X I i < 0 

cilindru eliptic real 

1 

cilindru hiperbolic 

1 

1 

cilindru parabolic 

I 2 x 2 + 2 v /-|y = 0 

2 

2 

2 

dreapta dubla 

Aix 2 + A 2 y 2 = 0 

1 

pereche de plane secante 

1 

1 

K 2 > 0 

pereche vida de plane 

hx 2 + § = 0 

K 2 < 0 

pereche de plane paralele 

1 

1 

1 

plan dublu 

x 2 = 0 


9.3 Apendix. Cuadrice date prin ecuajiile lor reduse 

9.3.1 Elipsoidul 

Elipsoidul este cuadrica de ecuafie 

2 2 2 

E : —j ^ 3 —2 = 1' > 0. (9.5) 

Cl u C 

Observant ca odata cu un punct M(x,y,z ) G E, elipsoidul E confine §i punctele N(—x,y,z), 
P(x, —y,z ), Q(— x,y,z). A§adar, planele de coordonate xOy, xOz, yOz sunt plane de sime- 
trie ale elipsoidului ceea ce conduce la concluzia ca elipsoidul este simetric §i fafa de axele 
de coordonate precum §i fata de origine. De asemenea intersectiile elipsoidului cu planele 
de coordonate sunt elipsele 


Intersecfia cu planul de ecuafie z = A este elipsa 

(»v+S ) 2 + (^) 2 

z = A 



daca |A| < c in vreme ce intersecfiile cu planele de ecuafii z = c respectiv z = — c se reduc la 
punctele de coordonate (0,0, c) respectiv (0,0, —c). Daca |A| > c intersecfia elipsoidului cu 
planul de ecuafie z = c este vida. 
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2 



9.3.2 Hiperboloidul cu o panza 

Hiperboloidul cu o panza este cuadrica de ecuatie 

H i : ^2 + £2 “ ^2 = a ' b ' c > °- ( 9 - 6 ) 

Observam ca planele de coordonate xOy, xOz, yOz sunt plane de simetrie ale hiperboloidul 
cu o panza, axele de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea este centru de simetrie 
ale hiperboloidul cu o panza Intersectiile hiperboloidului Hi cu planele de coordonate yOz 
respectiv xOy sunt hiperbolele 



iar intersecjia lui Hi cu planul de ecuafie z = A este elipsa de ecuajii 



Ecuajia hiperboloidului cu o panza poate fi scrisa sub forma 



§i astfel este u§or de vazut ca dreptele de ecuafii 



sunt continute in Hi, V A, p G R. Prin urmare hiperboloidul cu o panza are doua familii de 
generatoare rectilinii. 

Este u§or de vazut ca prin fiecare punct al hiperboloidului Hi trece cate o generatoare 
din fiecare familie, ca fiecare generatoare dintr-o familie intersecteaza orice generatoare din 
cealalta familie si ca oricare doua generatoare din aceea§i familie nu au puncte comune. 
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Hiperboloidul eu o p&nzA Hi 


9.3.3 Hiperboloidul cu doua panze 


Hiperboloidul cu doua panze este cuadrica de ecuatie 

H 2- ^2 “^2 = ~ha,b,c>0. (9.7) 

Observam ca planele de coordonate xOy, xOz, yOz sunt plane de simetrie ale hiperboloidul 
cu doua panze, axele de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea este centru de simetrie 
al doua panze. 

Intersectiile hiperboloidului Hi cu planele de coordonate xOz §i yOz sunt hiperbolele de 
ecuajii 

( = i 

< c 2 a 2 respectiv < b 2 c 2 

\y = 0 F \x = o 


iar intersecjia hiperboloidului Hi cu planul de ecua(ie x = A este elipsa de ecua(ii 



daca |A| > |c|. 

Daca A = c sau A = — c atunci interseclia se reduce la punctul de coordonate (0,0, c) 
respectiv (0,0, — c), iar daca | A| < |c|, atunci intersecjla este vida. 

Observam ca hiperboloizii Hi §i Hi sunt cuadrice cu centru unic, au di rectii asimptotice 
§i au acela§i con asimptot. 


2 
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9.3.4 Paraboloidul eliptic 

este cuadrica de ecuajie 


2 2 

Pe ——\~ — = 2z, p,q > 0 (9.8) 

p q 

Intersectia paraboloidului P e cu planele de coordonate yOz respectiv xOz este parabola de 
ecuatii 


\ respectiv 


Intersectia paraboloidului eliptic P e cu planul z = 


_I 

,-2 I 


\/2pA 2 ^A 2 

Z = A, 


f x 2 = 2pz 

l y = o. 

A este elipsa de ecuatii 
= 1 


pentru A > 0. Daca A = 0 intersectia se reduce la punctul de coordonate (0,0,0) iar daca 
A < 0 intersectia este vida. 

2 



r 


9.3.5 Paraboloidul hiperbolic 

este cuadrica de ecuaiie 


Ph '■ ~ ~ ~ = 2z, p,q > 0. 
p q 


(9.9) 


Intersectia paraboloidului hiperbolic Pj, cu panul de coordonate xOy este reuniunea dreptelor 

y — n 


o 

II 

+ 

f 

) y/V 

z = 0 

1 2 = 
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Intersecfia cu planul de coordonate xOz este parabola de ecuafii 

( x 2 = 2 pz 

l y = o ' 

iar intersecjia cu planul de ecuafiie x = A este parabola de ecuafii 

f f = -2,(2 - 

1 x = A. 



Ecuafia paraboloidului hiperbolic poate fi rescrisa in forma 


(_?_ _ y_\(JL + JL\ 

VP vVVp vv 


2 z 


astfel incat dreptele 


A, 


-A_y_ — \ 

Vf Cr 


A 


_A_|_ IL ] - 2z 

CV + y/Rj ~ 


§i 


+ Vr ~ F 

W 


2z 


sunt continute in paraboloidul hiperbolic Pf ,. Prin urmare, asemenea hiperboloidului cu o 
panza, paraboloidul hiperbolic P/ 7 are doua familii de generatoare rectilinii care au acelea§i 
proprietati cu cele ale hiperboloidului cu o panza. In plus, in cazul paraboloidului hiper¬ 
bolic, generatoarele rectilinii A a sunt paralele cu planul de ecuatie -4= —~ = 0, iar genera- 

toarele rectilinii A /( sunt paralele cu planul de ecuafie V + =0. 


9.3.6 Cuadrice singulare 

• Conul eliptic este cuadrica de ecuatie 


x 

a 


2 

2 



0 


(9.10) 


• Cilindrul eliptic este cuadrica de ecuafie 


x 

a 


2 

2 


+ 


b 2 


2 2 
. x z Z z 

1 sau + -=■ 
a 1 c l 


v 2 y 2 

1 sau ^2 + p 


1 


• Cilindrul hiperbolic este cuadrica de ecuafie 


2 2 2 2 

X z 1 / „ X z Z z 

— jw = 1 sau - ~ 

a A b A a A c A 


i y 2 y 2 
lsw W~W 


1 


(9.11) 


(9.12) 


• Cilindrul parabolic este cuadrica de ecuafie y 2 = 2 px sau y 2 = 2 pz sau x 2 = 2 py sau 
x 2 = 2 pz sau z 2 = 2 px sau z 2 = 2 py 
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Perechea de plane concurente este cuadrica de ecuajie 

2 2 

X 1 / 

-7 — = 0 §i analoagele. 

a z t? z 

Perechea de plane paralele este cuadrica de ecuatie 

x 2 — a" = 0 §i analoagele. 

Perechea de plane confundate este cuadrica de ecuajie 

x 2 = 0 §i analoagele. 

Dreapta este cuadrica de ecuajie 

2 2 

X V 

-7 + = 0 si analoagele. 

a z 



Perechea de plane seeantc 

•» V - U 



Perechea de plane 
paralele t 2 - o a = 0 







1 .■ 

\ 

. 



Perechea de plane 
confundate x* = 0 


Punctul este cuadrica de ecuajie 


2 2 2 
X z 1/ Z 

7 + 77 H- 7 = 0. 


fl z 


& 2 


Mul^imea vida este cuadrica de ecuajie 


2 2 2 2 2 

X z ir Z z „ X z 1/ 

=7 + 77 H-7 = — 1 sau 7 + 77 


a z 


b 2 




& 2 


- 1 . 


(9.13) 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 


(9.17) 


(9.18) 
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9.4 Probleme 

Sa se studieze natura cuadricelor, sa se aduca la forma redusa §i sa se reprezinte in spafiul 
tridimensional cuadricele: 

1. Qi : 335 — 216x -I- 8y -I- 20z -I- 4yz -\~ 36 x 2 -\~ 8y 2 -\~ 5z 2 = 0; 

2. 02 : x 2 + 3y 2 + 4yz — 6x + 8y + 8 = 0; 

3. 03 : 2y 2 + 4xy — 8xz — 4yz + 6x — 5 = 0; 

4. 04 : x 2 + y 2 — z x — 4xy — 4xz — 6x = 0. 

Solute. Vom trata aici doar punctele (|2]> §i ([3]), celelalte tratandu-se analog. 

(j2| Notam cu / functia polinomiala de gradul doi care defineste cuadrica 02 §i cu R 
reperul cartezian initial. Daca M este un punct din spatiu de coordonate (x, y, z) fata de R, 
atunci f(M) = x 2 + 3y 2 + 4yz — 6x + 8y + 8 §i deci 


If]* 


'10 0' 


0 3 2 

§i [[/]]* = 

0 2 0 



8 

-3 

4 

0 


-3 4 0 
10 0 
0 3 2 
0 2 0 


de unde rezulta ca 


5 


10 0 
0 3 2 
0 2 0 


—4 §i A = 


8-340 
-3 10 0 

4 0 3 2 

0 0 2 0 



-3 4 
1 0 
0 2 



= 4. 


Valorile proprii ale matricii [/] R sunt radacinile polinomului sau caracteristic, adica 


1 - A 0 0 

0 3 - A 2 

0 2 -A 


0 43* —A(1 - A)(3 — A) - 4(1 - A) = 0 

43 (1 - A)(-3A +A 2 -4) = 0 
43 (A — 1)(A + 1)(A — 4) = 0. 


Prin urmare ecuafia canonica a cuadricei 02 este 


x" 2 - y" 2 + 4z //2 = 1 43 x" 2 - y" 2 + 2 


ni 


= 1 


(9.19) 


§i ea reprezinta un hiperboloid cu o panza 


10 


Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ai = 1 este solutia generala a sistemului 

2v + 2zv = 0 


"1-1 

0 

0 


u 


' 0 ' 


0 

3-1 

2 


V 

= 

0 

«{ 

0 

2 

-1 


w 


0 

1 


2v — zv = 0 


43 V = W = 0. 


-^ f 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii X\ = 1 este e \= i (1,0,0). 


10 Aid se incheie studiul naturii cuadricei 02- Consideratiile ulterioare au in vedere reprezentarea sa. 
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Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 2 = — 1 este solutia generala a sistemului 

2 u = 0 

4v + 2w = 0 A4 u = 0 & w — —2v. 

2 v + iv = 0 

—> 1 A* 2 ->■ 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 2 = — 1 este e 2 = —p /-p k ■ 

V5 V5 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 3 = 4 este solutia generala a sistemului 


'1 + 1 

0 

0 ' 


u 


' 0 ' 

( 

0 

3 + 1 

2 


V 

= 

0 

^ { 

0 

2 

1 


w 


0 

1 


1-4 0 0 

0 3-4 2 

0 2-4 



u 


' 0 ' 

1 


V 

= 

0 



w 


0 

1 


—3 u = 0 

—v + 2 w = 0 A4 u = 0 & v = 2 w. 
2 v — 4w = 0 


-> 2 A 1 -»• 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 3 = 4 este 63 = —= 7 + —= k ■ 

V5 v5 

Matricea ortogonala a primei schimbari de coordonate este 


T = 


■ 1 

0 

0 ' 


0 

1 

2 


71 

7l 

iar schimbarea de coordonate este < 

0 

2 

1 



”71 

71. 



x = 

y = 

z = 


X 


1 / 2 , 

~i=y + ~i= z 
y/5 y/5 

2 , 1 , 

—=y + -pz- 

75 ^5 


Fata de reperul = (O, e\, e 2 , 63 ) functia / are forma 


/(M) = 8+[-6 8 0] 


8 


1 

0 


0 0 


1 2 

75 75 

0 -— ± 
75 75 
16 


x 

y' 


+ x /2 - y /z + 4z‘ 


/2 


,/2 


= 8 — 6 x' + -^=y' + -^Vz' + + j/2 _ y ' 1 + 4z /2 

=* , 2 - fa ' + 9 - 9 - 7 2 - 7 y ' + fl + ^ + 4 ( 2 , 2 + 7 2 ' + ¥)“^ +8 


4 \ 


= (x' — 3 ) 2 — y 7 = + Z ' + ^= -1. 


757 


2 V 


757 


A doua schimbare de coordonate este 


x 


= x' — 3 


y" = y' 


f 

" + 75' 

iar originea reperului fata de care functia are forma redusa are coordonatele 


f / ry 

X = 3 


x" = 0 
,// 


y =0 <t4 

z" = 0 , 


y = 


75 


A4 


z' = - 


75 


X = 

y = 

z = 


14 2 / 2 \ 

75 75 75 V 757 ^ 

2 4 1 / 2 \ 

75 75 75 V 757 
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adica originea O' a reperului fata de care functia / are forma redusa are, fata de reperul 

initial R, coordonatele (3,0,2). Fat;a de reperul R' = (O', e e 2 , e 3 ) cuadrica 02 are ecuajia 
). Amintim faptul ca originea O' a reperului R' coincide cu centrul hiperboloidului cu 
o panza 02 §i deci coordonatele sale se pot gasi §i rezolvand sistemul liniar. 


/, = 0 

4 =° 

fz = 0. 




^ Notam cu / functia polinomiala de gradul doi care define§te cuadrica 03 si cu R reperul 
cartezian initial. Daca M este un punct din spatiu de coordonate ( x,y,z ) fata de R, atunci 
/(M) = 2y 2 + 4 xy — 8xz — 4 yz + 6 x — 5 §i deci 


[f\ R 


0 2-4 

2 2-2 
-4 -2 0 


§i llf]] R 


-5 3 0 0 

3 0 2 -4 

0 2 2 -2 

0-4-2 0 


de unde rezulta ca 


5 = 


0 2-4 

2 2-2 
-4 -2 0 


16 + 16 - 32 = 0, 



= -5(16 + 16 - 32) - 3 • 3 • (-4) = 36, 


0 

2 

+ 

0 

-4 

+ 

2 

-2 

2 

2 

-4 

0 

-2 

0 


-4 - 16 - 4 = -24. 


Valorile proprii ale matricii [/] R sunt radacinile polinomului sau caracteristic, adica 


-A 2 -4 

2 2 - A -2 

-4 -2 -A 


0 <=> A 2 (2 — A) + 16 + 16 — 16(2 — A) + 4A + 4A = 0 

A 2 (2 - A) + 32 - 3 + 16A + 8 A = 0 
<=> A (A 2 — 2A — 24 = 0 <=> A} = 6 , A 2 = —4, A 3 = 0. 
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Prin urmare ecuajia canonica a cuadricei Q 3 este 


6 x" 2 - Ay" 2 ± 2 


36 


-24 


z" = 0^6x" 2 -Ay" 2 ±V6z" = 0 


§i ea reprezinta un paraboloid hiperbolicp] 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii Ai = 6 este solutia generala a sistemului 


-6 2 -4 

2 2 - 6-2 
-4 -2 -6 



u 


' 0 ' 

1 


V 

= 

0 

^ { 


w 


0 

1 


— 6 m + 2z; — 4 zp = 0 
+2u — 4n — 2w = 0 A4 
—4u — 2r» — 6w = 0 


u = 2v + w 
v = — w 


O U = V 


—> 1 — ^ 1 I > 1 —> 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A} = 6 este e 1 = —= i +—= ] -— k- 

V3 v3 V3 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 2 = —4 este solutia generala a sistemului 


4 2-4 

2 2 + 4-2 

-4 -2 4 



u 


' 0 ' 


V 

= 

0 


w 


0 


4w + 2z; — Aw = 0 
<=> < 2 u + 6v — 2w = 0 
—4u — 2 v + 4w = 0 
I v = — 2 w + 2 w 
u — 6w + 6ze — w = 0 ^ 


u —w 
v = 0 . 


—> 1 > 1 > 

A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 2 = —4 este ei= —- i +—= k- 

v 2 v 2 

Subspatiul propriu asociat valorii proprii A 3 = 0 este solutia generala a sistemului 


0 2-4 

2 2-2 
-4 -2 0 



u 


' 0 ' 

1 


V 

= 

0 



w 


0 

1 


2z; — Aw = 0 

2 u + 2v -2w = 0 v = -2u = 2w. 
—An —2v = 0 


A§adar, un vector propriu asociat valorii proprii A 3 = 0 este 63 = —= i 

v 6 

Matricea ortogonala a primei schimbari de coordonate este 

11 1 


T = 


y/3 y/2 

4= 0 

f 1 


\/6 
2 


\/6 
1 


\/3 \/2 \/6 


2 A 

A ; 


1 


\/6 


k ■ 


iar schimbarea de coordonate este: 

( 

x = 

y = 

z = 


1 / 1 , 
7f + + y + 
Ay 

f , 1 , 

yf + + y - 


V 6 

i_y 

Vf 

+ 2 ' 

\/6 


11 


Aici se incheie studiul naturii cuadricei 03 - Considerable ulterioare au in vedere reprezentarea sa. 
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Fa^a de reperul R' = (0, e\, e 2 , e 3 ) functia / are forma 


f(M) =8+[6 0 0] 


1 


1 


y/3 y/2. \/6 

1 2 

~r 0 -7= 

\/3 y/6 

11 1 

V3 V2 V6 


x 

y' 


+ 6x /2 — 4y 


/2 


= - 5 +6[ 4 + 4 + 4)+ 6 ^ ,2 - 4 y /2 


= 6(x'+-4V-4(y'- 


2^3/ " V" 4v"2 

A doua schimbare de coordonate este 


+ \/6 ( z! — 


35 


8 \/f>) 


x" = x! + 


y" = y' 


z" = z! - 


1 


2 f 

4\/2 

35 

8 x/ 6 ' 


iar originea reperului fafa de care funcfia are forma redusa are coordonatele 


x" = 0 


1 


x = 


2y/3 


y" = 0 77 y' = 

z" = 0 , 

z' = 


4y/2 

35 

8\/6 


77 


X = 


y = 


z = 


V / 3 2y/3 

1 1 

V / 3 2y/3 

1 1 


+ 


+ 


1 


y/lly/l 


;= + 


y/3 2v / 3 \/24i\/2 


1 35 

\/6 8\/6 

2 35 

\/6 8\/6 
1 35 

\/ 6 8\/6 


77 


X = 


y = 


3 

4 

39 

24 


z = —- 


3 

8 ' 


adica originea O' a reperului fata de care functia / are forma redusa are, fata de reperul 

3 39 3' 


initial R, coordonatele , — - ). Fafa de acest reper paraboloidul hiperbolic Q 3 are 

ecuafia 

6x" 2 - 4y" 2 + V6z" = 0. 
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10 Saptamana 10. Aplica{ii afine 

—y —y 

Defmi^ia 10.1. Fie (X, X, <p), (Y , Y, tp) doua spafii afine. Aplicafia / : X —> Y se nume§te se 
nume§te aplicatie afina sau morfism afin daca exista o aplicatie liniara f :X —> Y , numita urma 

sau aplicatia liniara tangenta, astfel incat f(M)f(N) — f'(MN) pentru orice puncte M, N G X. 

—y —y 

Propozifia 10.1. Datefiind punctele A X §i B Y §i o aplicatie liniara t :X — >Y, exista o unicd 
aplicafie afina f : X —> Y astfel incdt f(A) = B §i f = t. 

Demonstrate. Daca / : X —» Y este o astfel de aplicatie atunci, pentru orice M G X, in mod 
necesar avem succesiv: 


f(A)f(M)= f (AM) ^Bf(M)= t(AM). 


Relafia Bf(M)= t(AM ) define§te aplicafia/ §i arata unicitatea ei. Daca M, N G X sunt doua 
puncte arbitrare, atunci avem succesiv: 


f(M)f(N) = Bf(N) — Bf(M) 

= t(AN) - t(AM ) 

= t (am - A/V) = t(MN). 

A§adar / astfel definita este o aplicafie afina. □ 

Corolarul 10.2. Date fiind repend afin R = (A 0 , A 1 ,..., A n ) al lid X §i sistemul de puncte 
{B°, B 1 ,... ,B"} in spatiul Y, exista o unicd aplicatie afina f : X —> Y astfel incdt f(A l ) = B l 
pentru i = 0,1,..., n. 

—y —y 

Demonstrate. Consideram aplicatia liniara t :X —> Y, unica de altfel, data de relatiile 

1(A°A') =B°B i , Vz G {1 

precum §i aplicafia afina / : X —> Y, f(A°) = B° §i f = t. Observam ca avem succesiv: 

B°f(A l ) = f (A 0 )f (A 1 ) = t(A°A l ) =B°B 1 , fapt care arata ca f(A l ) = £>' pentru orice i G 
{l,...,n}. ft 

Propozifia 10.3. Fie f : X —> Y o aplicatie afina §i L o varietate liniara nevida in X. Atunci f(L ) 

este o varietate afina in Y §i f(L)= f(L). Prin urmare aplicatiile afine sunt morfisme afine. 

Demonstrate. Daca A G L, observam ca avem succesiv: 

f(L) = {NgY: 3M G L a.i. /(M) = N} 

= {N eY :3MeL a.i. f(A)N=f(A)f(M)} 

= {N G Y : 3M G L a.i. f(A)N= /'(AM)} 

= (N€Y:f{A)N€f J (L)}. 


A§adar, f(L ) este o varietate afina in Y §i f(L)= f'(L, 


□ 
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Reciproca propozitiei |10.3| nu este adevarata. De exemplu surjecfiile / : IR —> IR trans¬ 
forma orice subspatiu afin al lui IR intr-un subspatiu afin al sau, in vreme ce polinoamele 
p : IR —» R de gradul unu sunt singurele aplicatii afine, a§a cum vom vedea mai tarziu. 

Corolarul 10.4. Aplicatiile afine transforma variety liniare paralele in varietdji liniare paralele. 

Observafia 10.1. O aplicatie afina f : X —> Y transforma orice baricentru M al unui sistem de 
puncte A\,..., A m in baricentrul sistemului f{A\),...,f(A m ) cn acelea§i ponderi. Intr-adevar, 

m m 

dacd M = A; A; cu ^ A ; = 1 §i O G X, atunci avem succesiv 

z'=l i=l 

-> _ y / m _ ^ \ m _ ± 

f(0)f(M) = f'(OM) = f f £ A, CM, j = £A if{OAi) 

m -> 

= £a,/(o)/(a), 

1=1 

fapt care justified afirmajia. 


10.1 Ecuajiile unei aplicatii afine 

Propozi^ia 10.5. Dacd spajiile afine X, Y suntfinit dimensionale §i R = ( 0,b), R' = ( 0',b ') sunt 
repere carteziene ale lui X respectiv Y, iar f : X —> Y este o aplicatie afina, atunci pentru orice 
MeX a vem\f(M)] R ,=\f%{M] R + \f(0)] Rl . 

Demonstrate. Indeed, we have successively: 


\f(M) 1, = Q'/(M) 




J b' 


0'/(0) + /(Q)/(M) 


/'(OM) + 0'/(0) 


= \f%[OM] b + [/( 0 )] K , = ni M U+lf(0)} 


b' 

nb 


R' 


□ 


Daca [f% = {a ), [/(O)] = (& f ) §i 


[M] r = 


( X\\ 


\ X n / 


, if mi, = 


( x i 


V X n 


atunci formula [/(M)] , = \f'] b b , [M] r + [/(O)] , se scrie astfel 


\ 

/ 


x\ — z = 1,..., m. 

7=1 


10.2 Preimaginile unei aplicajii afine. Teorema dimensiunii 

Propozifia 10.6. Imaginea inversd f ~ 1 (N) a oricarui punct N G /(X) printr-o aplicatie afina 
f : X —> Y este o varietate liniard al carei spatiu director coincide cu ker 
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Demonstrate. Daca A G / 1 (N), adica/(A) = N, observant ca avem succesiv: 
/-1(N) = {MgX:/(M) = N} 

= {MeX:f(A)f(M) = f(A)N} 

= {M G X : f'iAM ) = 0} = {M G X :AMg ker(/')}. 


□ 

Corolarul 10.7. Daca N, N' G /(X), atunci varietafilo liniare f~ 1 (N) §z /~ 1 (N / ) sunt paralele §i 
au aceeafi dimensiune cu ker 

Teorema 10.8. (Teorema dimensiunii pentru aplicatii afine) Daca X, Y sunt spapH afinefinit dimen- 
sionale §i f : X —> Y este o aplicapie afind, iar N G /(X), atunci 

dim(X) = dim/(X) + dim/ _1 (N). 


Demonstrate. Teorema dimensiunii pentru aplicatii liniare ne spune ca 

dim(x) = dim(Im(/ / )) + dim (ker (/')), 


sau echivalent dim(X) = dim/(X) + dim/ 1 (N), intrucat / 1 (N)= ker(/') §i Im(/) = 

Im(/'). □ 


10.3 Funcfionale afine. Hiperplane 

Definitia 10.2. Se n u m e s te functionaid afind o aplicatie afina / : X — > K, unde K este corpul 

—y 

peste care X este organizat ca spafiu vectorial. 

A§adar / : X — > K este funcfionala afina daca §i numai daca exista o funcfionala liniara 
f :X —> K astfel incat f'(MN) = f(N) — f(M ) pentru orice M,N G X. 

Propozi^ia 10.9. Funcpionalele afine f : X —> K sunt aplicati definite prin formula f (M) = 
f (AM) + c, unde A G X, f :X —> K este ofunctonald liniara §i c G K. 


Varietafile liniare / 1 (N), cu N G X sunt hiperplane in X deoarece / 1 (N) = ker f. 


Propozifia 10.10. Pentru orice hiperplan H al spafiului afin X exista ofunctonald afind f : X —> 
K astfel incat H = f~ 1 ( 0). 

zv —y —y 

Demonstrate. Intr-adevar, exista o funcfionala liniara t :X—> K astfel incat H= ker(f). 

Alegem A G H §i definim funcfionala afina / : X — > K,f(M) = t(AM). Avem succe¬ 
siv: 


/ -1 (0) = {MGX 
= {M G X 
= {M G X 


t(AM ) = 0} 
AMg ker(/')} 
AMGfl} = H. 


□ 
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10.4 Probleme 

1. Sa se arate ca aplicajia afina / : X —> Y este injectiva daca §i numai daca urma sa 

—y —y 

f :X—>Y este injectiva. 

Solute. 
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2. Sa se arate ca aplicajia afina / : X —> Y este surjectiva daca §i numai daca urma sa 
f :X—>Y este surjectiva. 

Solu^ie. 
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3. Daca / : X —> Y este o aplicafie afina §i Z este un subspafiu afin al lui Y, sa se arate 
ca imaginea inversa / -1 (Z) este un subspajiu afin al lui X §i, atunci cand / _1 (Z) yf 0, 

avem / _1 (Z) = (f')^ Z ). 

Solufie. 
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4. Fie X un spafiu afin raportat la reperul cartezian R = (O, e\, ej_, e$) §i Y un plan afin 
raportat la reperul cartezian R' = {O', e' v e'^). Se considera aplicajia afina / : X —> Y 
care transforma punctele Ao(0,1,0), A\ (0,1,1), A 2 (l, 1,1), A3(0,0,1) respectiv in punctele 
Ag(l,2), A / 1 (2,0), A^(4, — 1), A' 3 (5, —1). Sa se determine ecua^iile lui / faj:a de reperele 
R §i R'. Sa se determine dreptele planului Y a caror imagini inverse prin / sunt plane 
paralele cu dreapta de ecuafii x\ = = x$. 

Solute. 
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5. In spafiul afin 3-dimensional X raportat la un reper cartezian R = (0, e\, e 2 , e 3 ) se dau 
puncteleA 1 ( 2 / 0 / 0 ) / A 2 ( 0 / 0 / l) / A 3 (l / l / -l),A / 1 ( 0 / - 2 / - 2 ) / A^( 4 / 4 / 5 )§iA'(- 3 / - 3 / - 5 ) 
Fie / : X —» X aplicafia afina pentru care /(A ; ) = A-, i = 1,2,3 §i f(0) = O'(2,2,2). 


(a) Sa se scrie ecuajiile lui /; 

(b) Sa se determine f(d), unde (d) | * _ g . 

(c) Sa se arate ca / este involutiva. 


(d) Sa se determine multimea punctelor fixe ale lui /. 


Solute. ([5a]) Ecuatiile lui/ sunt date de relatia [/(M)] R = [f'] b [M] R + [f(0)] R , unde b = 
[d, d/ d^ Pentru a determina reprezentarea matriceala \f'] b a lui /' folosim relatiile 
/(A,) = A■, i = 1,2,3 §i/(0) = O'(2,2,2). Mai precis avem: 


2/'(d) = /'(OAi) =/(0)/(A 1 )=0^' 1 =0A ' 1 - 00'= -2 £i - 4e 2 - 4e 3 ; 
/'(d) = f'(OA2l=f(ojfiA2)=(yA , 2=OA' 3 - 00'= 2d + 2d + 3d; 
/'( 0 A 3 ) =f(ojf(A 3 )=O i A' 3 =OA' 3 - 00 '= -5d - 5d - 7e 3 ; 

/'(OA 3 ) = /'(d + d — £ 3 ) = /(d) + /(d) - // 3 ) 

= d — 2 c 2 — 2e 3 + /'(d) — 2d — 2d — 3d = — d — 4d — 5d A /'(d)- 


A§adar 

/'(d) = —d — 2d — 2d, /(d) = —2d — d — 2d/ /(d) = 2d + 2d + 3d/ 
adica 



' -1 

-2 

2 ' 


x' = 

— X 

- 2y 

+ 

2z 

+ 

2 

LA = 

-2 

-1 

2 

§i deci ecuafiile lui / sunt < 

y' = 

—2x 

- y 

+ 

2z 

+ 

2 


-2 

-2 

3 


z' = 

—2x 

~ 2 y 

+ 

3z 

+ 

2 


([5c]) Deoarece ecuatiile parametrice ale lui d sunt 



deducem ca ecuafiile parametrice ale lui f(d ) sunt 

f x' = 3t + 2 
\ y' = 2 , ( £ 1R. 

z' = t + 2 


l(f°f)(M)] R = [/(/(M))] r = \f'] b \f(M)] R + [0'] R 

= + [o'],) + [o'], = [/']2[M] R + [f'] b [0'] R + [O'],. 

Observant mai departe ca 


Cornel Pintea 



' -1 -2 2 ' 


1 

1 

1—' 

1 

to 

to 

_1 


'10 0' 

-2 -1 2 


-2 -1 2 

= 

0 10 

1 

CO 

(N 

1 

CM 

1 


1 

CO 

<N 

1 

CM 

1 


0 0 1 
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-1 - 22 ' 


' 2 ' 


' 2 ' 


' 0 ' 

\fW R + [o'] R = 

-2 -1 2 
-2 -2 3 


2 

2 

+ 

2 

2 

— 

0 

0 


Prin urmare [(/ ° /) (M)] R = [M] R pentru orice M G X, fapt care arata ca / o f = id x , 
adica / este involutiva. 
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11 Saptamana 11. Endomorfisme afine. Proiec(ii §i simetrii 


Definitia 11.1. Se numeste endomorfism afin al unui spatiu afin X orice aplicatie afina / : X —> 
X. Un endomorfism afin inversabil al lui X se nume§te automorfism afin al lui X. 

Daca R = (O, b) este un reper cartezian al lui X, atunci 

\f(M)] R = \f'] b [M] R + \f(0)] R (11.1) 

Daca \f'] b = (a..), \f(0)] R = ( b { ) §i 


[M] r 


( x i \ 


\ x n 


r IfiM)], 


atunci formula (|11.1|> se scrie astfel 


( yi > 
V l Jn ) 


Vi = YL a ij x i + b i' * = !/■ ■ ■/«■ 

;'=i 


Daca f,g:X —> X sunt doua endomorfisme afine ale spatiului afin X, atunci fog: 
X —> X este un nou endomorfism liniar al X §i (/ o g)' = fog'. De asemea aplicafia 
identica a lui X este o un automorfism afin al lui X §i ( id x )' = id^,. Demonstrafia acestor 

fapte este lasata in seama cititorului. Prin urmare multimea End a f(X ) a endomorfismelor 

—y —y 

afine ale lui X formeaza, asemenea multimii endomorfismelor liniare End(X) ale lui X un 
monoid. Elementele unitate ale celor doua monoide sunt aplicatiile identice ale spatiilor 

X respectiv X- Mai mult multimea Aut a fX) a automorfismelor afine ale lui X formeaza 

un submonoid al lui End a fX ) care este grup in raport cu operatia indusa. Amintim ca 

—y —y 

multimea Aut(X) a automorfismelor liniare ale lui X este un submonoid al monoidului 

—y 

End(x) care este de fapt un grup fata de operatia indusa. Mai mult, avem urmatoarea 

Propozi^ia 11.1. Corespondefa careasociazdendomorfismuluiafin f : X —> Xurmasaf :X—>X 
este un morfism unitar al monoidului endomorfismelor lui X pe monoidul aplicafiilor liniare ale 

spatiului X. Acest morfism nu este inversabil §i transformd grupul automorfismelor afine ale lui X 

—y 

in grupul automorfismelor liniare ale lui X- 


11.1 Translajia 

Definitia 11.2. Se nume§te translate orice endomorfism liniar t : X —> X al unui spatiu 

afin X cu proprietatea ca t' = id ,, adica t(A)t(B)—AB, pentru orice A,B G X, adica 

x 

- > - > 

At(A) = Bt(B ) pentru orice A, B G X. 

Observa^ia 11.1. 1. Multimea T(X) a translafiilor unui spafiu afin X formeaza un sub- 

grup normal al grupului automorfismelor afine ale lui X, numit grupul translator lui 
X. intr-adevar, T(X) este nucleul restrictiei morfismului evidentiat de Propozitia |ll.l| 
la grupul automorfismelor afine ale lui X. 

2. Pentru A, B G X, exista o unica translate t : X —» X astfel incat t(A) = B. 
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Propozijia 11.2. Daca X este un spavin afin, atunci corespondent T(X) 

—y 

izomorfism algrupului (F(X),o) pegrupul (X,+)■ 


- > 

■>X, t i— >At(A) este 


Acest izomorfism ne permite sa definim pe grupul translator lui X o unica structura 
de spatiu vectorial peste K astfel incat izomorfismul de grupuri din Propozitia |11.2 sa fie 
un izomorfism de spafii vectoriale. Acesta se define§te astfel: daca c G K §i t, t\, f 2 G F(X), 
atunci translate ct §i t\ + £2 se definesc prin relafiile 


- > - > - > - > 

A(ct)(A)= c At (A) §i A(fi + f2)(A)=A(fi o f 2 )(A) . 


11.2 Subspajii invariante 

Definifia 11.3. O varietate liniara Y a spatiului afin X se nume§te invariantd fata de un en- 
domorfism / al lui X daca f(Y) C Y. Varietatile liniare O-dimensionale invariante fata de 
endomorfismul / se numesc puncte fixe ale lui /. 

Obsevam ca A G X este punct fix al endomorfismului liniar / : X —» X daca §i numai 
daca f(A) = A. 

Propozitia 11.3. Multimea punctelor fixe ale unui endomorfism f : X — » X este un subspatiu afin 
allui X. 


Demonstrate. Daca muljimea F f := {M G X : /(M) = M} a punctelor fixe ale lui / 
este vida nu avem nimic de aratat. Altfel consideram un punct A G •<=> f(A) = A §i 
observam ca avem succesiv: 


F = {M G X : /(M) = M} 


= {M G X : f(A)f{M) = f{A)M } 
= MGX : f'( AM ) =AM 


= MgX : f'l^AM ) - id_>(AM) = 0 
= | M G X : (f - id^ ) ( AM ] = 0 


= MgX : AMG ker If - id 


Asadar F este, intr-adevar, subsatiu afin al lui X §i F = ker (f — id 


□ 


11.3 Omotetii 

Definifia 11.4. Se nume§te omotetie a spatiului afin X orice automorfism liniar h : X —> X cu 

—> —» — > -^ —> 

proprietatea ca h ’.X—>X este 0 omotetie a spatiului vectorial X, adicd h(A)h{B)= r AB, unde r 

este raportul omotetiei h'. 

Fafa de un reper cartezian R = (O, b), ecuafiile omotetiei sunt de forma 

xji = rx[ + a u i = 1,...,n, 

unde n = dim(X). 
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Propozijia 11.4. 0 omotetie cu raportul diferit de 1 are un singur punctfix numit centrul omotetiei. 


Demonstrate. Intr-adevar, daca omotetia h : X —> X are raportul r / 1, determinant un 
punct OgX astfel incat 

OA= Ah(A), (11.2) 


unde A G X este un punct dat. Observant ca egalitatea (11.2) este echivalenta cu 0/i(A) = 


r OA, astfel incat obfinem h(0)h(A)= h' ^ OA J = r OA=Oh(A ) §i deci h(0) = O. 
Unicitatea punctului fix o lasam in seama cititorului. □ 


11.4 Proiecjii. Ecua^iile proiecjiilor 

Definifia 11.5. Se numeste proiecfie a spatiului afin X orice endomorfism afin p \ X —? X care 
verifica relafia p 2 = p. 

Propozilia 11.5. Orice proiectie p ■ X -A X are punctefixe. Mai exact punctele imaginiilm(p) sunt 

punctele fixe ale lui p. Urma p r este o proiecte a spatiidui vectorial X. Reciproc, un endomorfism 
liniar /:XaX care are cel pu$in un punctfix O G X §i a cdrui urma f este o proiecte vectoriala, 
este el insu§i o proiecte. 

Demonstrate. Daca p este proiectie, atunci evident Fp = Im(p) si urma p' este o proiectie 
vectoriala. Invers, daca urma f este o proiectie vectoriala §i O este un punct fix al lui f, 
atunci pentru orice punct M G X avem 

/ 2 (0)/ 2 (M) = / /2 (OM) -<=>0/ 2 (M)= f'(oM) ^0/ 2 (M) = /(0)/(M) > 

->-> 

^0/ 2 (M)=0/(M)^/ 2 (M) =/(M). 


□ 

Propozifia 11.6. Orice morfism liniar f \ X —/ Y se poate obtine compundnd o proiectie p : X —» X 
cu un morfism liniar injectiv g : Im(p) -A Y. 

Ecua^iile proiec^iilor 

Fie X un spafiu afin n-dimensional §i p : X —> X o proiectie. Consideram reperul afin 
A 0 ,.. ., A m a subspajiului afin p(X), iar in imaginea inversa p _1 (A°) consideram reperul 
afin A 0 , A m+1 ,..., A n (amintim ca dimp(X) +dimp“ 1 (A°) = dimX. Deoarece p este 
proiecfie rezulta u§or ca (A 0 ,..., A”) este un reper afin al lui X. Faj:a de reperul cartezian 
asociat R, ecuatiile proiectiei p sunt 

1/1 = ■ ■ ■ i }/m = Xmr))m +1 = 0/ • ■ ■ / J/n = 0. 

Intr-adevar 

—> -> -> f ->. 

p , (A°A i ) =p(A°)p(A i ) = A°p(A i )= l A°A l daca zG{l,...,m} 

{ 0 daca i G {m+\,..., n}, 
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adica 


[p'h = 


( 1 

0 ••• 

0 

0 ••• 

°\ 

0 

1 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

1 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

V 0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 J 


unde b = 
cu relafia 


A°A 1 / ... / A°A h 


A§adar, relafia [p(M)]R=[p']i,[M\R + [A°]r este echivalenta 


( y 1 \ 


/ 1 0 ••• 0 0 ••• 0 \ 


( x i \ 


f 0 \ 

yi 


0 1 ••• 00 ••• 0 


X 2 


0 

Pm 

— 

0 0 ••• 10 ••• 0 



+ 

0 

ym +1 


0 0 ••• 00 ••• 0 


% m+l 


0 

V yn / 


\ 0 0 ••• 0 0 ••• 0/ 


\ X n / 


V 0 j 


§i care ne conduce la ecuafiile 

y 1 = X\, • • • / ym = X m , }/m+l = 0 , . . . ,l/ n = 0. 

11.5 Simetrii. Ecualiile simetriilor 

Defini^ia 11.6. Se nume§te simetrie a spatiului afin X orice endomorfism afin involutiv s : 
X —> X, adica s o s = id x . 

Propozi^ia 11.7. Daca char(K) 7^ 2, atunci orice simetrie s : X —> X are punctefixe. 

Demonstrate. Observam ca baricentrul \M + |s(M) este punct fix al simetriei s pentru orice 
M £ X. Intr-adevar, avem succesiv: 

S Qm + ls(M)l = i S (M) + is (s(M)) = is(M) + l -M. 


□ 


Multimea punctelor fixe F s se nume§te axa simetriei s : X —> X. 

Observa^ia 11.2. Urma s' a unei simetrii s : X —» X este o simetrie a spafiului X. 

Teorema 11.8. (Teorema de legatura dintre simetrii §i proiecti afine) Daca s : X —> X este o 
simetrie a spafiului afin X (char(X) 7 ^ 2), atunci aplicalia p : X —> X definitd prin p(M ) = 
\M + js(M) este 0 proiecje. Reciproc, daca p : X —> X este 0 proiecj;ie atunci s : X — > X, 
s(M ) = 2 p(M) — M este 0 simetrie. 
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Demonstrate. Observant ca 

p(M)p(N) = | ^MN + Ms(N) + s(M)N + s(M)s(N) 

Pe de alta parte egalitatea 

- > ->• —> - > - > -> 

Ms(N) + s(M)N=MN + s(M)s(N) este echivalenta cu Ns(N ) + s(N)N= 0. A§adar 

p(M)p(N) = 1 (mN + s(M)s(N)\ = Qid x + M (MN). 

Aceasta arata ca p este un endomorfism afin §i p' = ^(id x + s'). Pe de alta parte 

V (P(M)) = ^p(M) + (p(M)) = p(M), 

mtrucat s ( p(M)) = |s(M) + \s (s(M)) = |s(M) + \M = p(M). A§adar p este o proiecjie. 
Reciproc, presupunand ca p este o proiectie, se poate arata, folosind argumente similare, ca 
s este involutiva §i deci o simetrie. □ 

Simetria s : X —> X §i proiecfia asociata p au aceea§i varietate de puncte fixe F s = F p = 
Im(p) numita axa simetriei s. Direc^ia proiec^iei p, adica spafiul director al fibrelor p~ 1 ( y A), 
A £ Im(p), se nume§te direcpia lui s. 



Ecuajiile simetriilor 

Fie s : X —> X o simetrie a spafiului afin X §i fie p s = \id x + |s proiecfia asociata. Con- 
sideram un reper afin A 0 ,..., A m al subspafiului afin F s = Fp s = Im(p s ), iar in imag- 
inea inversa p7 1 (^°) consideram reperul afin A 0 , A' n+1 ,..., A n (amintim ca dimp(X) + 
dimp“ 1 (A°) = dimX). Deoarece p s este proiecfie rezulta ca ( A°,...,A n ) este un reper 

, reprezenaterea matriceala a lui p' s este 


afin al lui X. Fafa de baza b = 


A 0 A\...,A°A n 


[p'slb = 


( 1 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

1 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

1 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

V o 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 
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Observam ca s = 2 p s — idx §i deci 



( 1 

0 •• 

• 0 

0 ••• 

°\ 


( 1 

0 ••• 

0 

0 ••• 

°\ 


0 

1 •• 

• 0 

0 ••• 

0 


0 

1 ••• 

0 

0 ••• 

0 

2 

0 

0 •• 

• 1 

0 ••• 

0 

_ 

0 

0 ••• 

1 

0 ••• 

0 


0 

0 •• 

• 0 

0 ••• 

0 


0 

0 ••• 

0 

1 ••• 

0 


V 0 

0 •• 

• 0 

0 ••• 

0 ) 


V 0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

1 / 


( 1 

0 •• 

0 

0 

0 \ 

0 

1 ••• 

0 

0 

0 

0 

0 •• 

1 

0 

0 

0 

0 •• 

0 

-1 ••• 

0 

V 0 

0 •• 

0 

0 

-1 / 


A§adar, pentru orice M G X deducem ca 

[s(M)] r = 2 [p s (M)] R - [M]* = 2 ([p'] b [M\ R + [A%) - [M]* = (2 [p'] h - l n )[M] R , 
relate care este echivalenta cu 


/ yi 

\ 


( 1 

0 •• 

• 0 

0 •• 

• M 


( x 1 \ 

V2 



0 

1 •• 

• 0 

0 •• 

0 


*2 

}/m 


— 

0 

0 •• 

• 1 

0 •• 

0 


x m 

}/m +1 



0 

0 •• 

• 0 

-1 •• 

0 


X-m+l 

V y« 

) 


V o 

0 •• 

• 0 

0 •• 

• -1 ) 


\ Xn / 


§i care ne conduce la ecua^iile 

y i = x\, ■ ■ ■ r ym = x m , ym+i = %m+ 1/ • • ‘ f y n = X n . 

11.6 Translajiile ca produse de simetrii 

Propozifia 11.9. Produsul a doud simetrii ale lid X care au aceea§i direcfie §i ale caror axe sunt 
varieta^i liniare paralele (evident de aceea§i dimensiune) este o translate. 

Demonstrate. Fie Si, S 2 simetrii indeplinind conditiile enuntului §i p S] , p s , proiectiile asociate. 
A§adar p“ 1 (p Sl (M)) = p~ 1 (p S2 (M)) pentru orice M G X §i 

-> -> 

Imp Sl =Imp S2 -<=> Fix(p' a ) = Im(p' Sl ) = Im(p' S2 ) = Fix(p' 2 ). 

Consideram un reper afin A°,... / A m al subspa^iului afin F Sl = Fp Si = Im(p Sl ), iar 
in imaginea inversa consideram reperul afin A 0 , A m+1 ,..., A n . Deoarece p s este 
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proiecfie rezulta ca (A 0 ,... ,A n ) este un reper afin al lui X. Fafa de baza b = 
reprezenaterea matriceala a lui p' s este 


[pU = 


( 1 

0 ••• 

0 

0 ••• 

°\ 

0 

1 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

1 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

V o 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 / 


Observant ca si = 2 p Sl — idx §i deci 


[ s l]fo — 2[p Sl ]b In ~ 


( 1 0 

0 1 

0 0 
0 0 

V o o 


0 

0 


0 

0 


1 0 

0 -1 

0 0 


A°A 1 ,...,A°A r 


°\ 

0 


0 

0 

-1 J 


Deoarece Imp Sl =Imp S2 §i A 0 ,..., A m este un reper afin al subspafiului afin F Sl = F Psi = 
Im(p Sl ) deducem ca 

A°A l elmp Sl = Im(p ' Sl ) = Fix(p' 2 ), 

-> -> 

adica p' S2 (A°A i ) =A°A l pentru 1 < i < m. Deoarece A°,A m+1 ,... ,A n este un reper afin 

- > 

al imaginii inverse p“ 1 (A 0 ) = p ; T 1 (p Sl (A 0 )) = p^ 1 (p Sl (A 0 )) deducem ca p' 2 (A 0 A 1 ) = 0 
pentru m + 1 < i < n, adica 


§i deci 


( 1 

0 ••• 

0 

0 ••• 

°\ 

0 

1 ••• 

0 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

1 

0 ••• 

0 

0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 

V 0 

0 ••• 

0 

0 ••• 

0 / 


/ 1 0 • • • 0 0 • • • 0 \ 

0 1 ••• 0 0 ••• 0 


[s' 2 ]b = 2[ps 2 \b - In = 


0 0 
0 0 


1 0 
0 -1 


0 

0 


V o o • • • o o • •■ -i / 
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A§adar 


[(s 2 o Sl y] b = [ 4 o S ;] 6 = [s'^is^b 



( 1 

0 

••00 ••• 

°\ 


( 1 

0 

• • • 0 

0 •• 

0 

\ 


0 

1 

••00 ••• 

0 


0 

1 

• • • 0 

0 •• 

0 


— 

0 

0 

••10 ••• 

0 


0 

0 

... 1 

0 •• 

0 



0 

0 

•• 0 -1 ••• 

0 


0 

0 

• • • 0 

-1 •• 

0 



V 0 

0 

••00 ••• - 

1 ) 


V 0 

0 

• • • 0 

0 •• 

• -1 

/ 

fapt care arata ca ( s 2 o 

Si)' 

= idx, adica este s 2 

o si este, intr- 

-adevar. 

o translate. 



Propozifia 11.10. Orice translate t a spafiului afin X se poate reprezenta ca un produs de doua 
simetrii intre care una poatefi aleasd arbitrar dintre simetriile ale caror direcfie confine direcfia lui t. 


Demonstrable. Fie s o simetrie a carei directie confine direcfia lui t si consideram un reper afin 
(A 0 , ... ,A n ) astfel incat (A 0 , ... ,A m ) este un reper allui F s = F ps = Im(p s ) §i (A 0 , A m+1 , .. ., A” 
este un reper afin al unei preimagini p _1 (A°) §i f(A°) = A n . Fafa de acest reper, ecuafiile 
lui t sunt \j[ = X{, i = 1,..., n — 1 §i y n = x n + 1, iar ecuafiile lui s tafa de (A 0 , ... ,A n ) 
sunt yi = x\ ,...,y m = x m ,y m+ \ = —x m+ \,...,y n = — y n . Prin urmare automorfismul afin 
r = s o t are ecuafiile 

y 1 = x l, ■ ■ ■ /J/m = x nuym +1 = ~ x m+ 1/ • • • /J/«—1 = — Vn— l/J/n = ~ x n ~ • • 

A§adar r este o simetrie deorece r 2 = id x , dupa cum se poate u§or verifica. Rezolvand 
ecuafia r = s o t in raport cu t obfinem t = s or. □ 


11.7 Apendix. Proiec^ii §i simetrii vectoriale 

11.7.1 Proiec|ii vectoriale 

O clasa importanta de endomorfisme ale unui spatiu vectorial V este constituita de proiecfiile 
lui V. Fie A §i B doua spafii suplimentare ale lui V. Orice vector X G V se poate scrie in mod 
unic sub forma a + bcua^A^ib^B. Aplicafia p AB :V —> V, definita prin p AB (a + b) = a 
pentru orice a G A §i orice b G B este o aplicatie liniara a lui V in el insusi, un endomorfism. 
Intr-adevar, daca x\ = + b[, cu a t G A §i bi G B,i — {1,2}, atunci 

P Ai b(xi + x 2 ) = p A/B ((ai+a 2 ) + (h + b 2 )) 

= a x +a 2 = p AB (x i) + p(x 2 ) 

§i p AB ( Axi) = p AB (Aai + A&i) = Aai = Ap AB (x\) pentru orice A G C. Observam ca pentru 
orice x G V, p(x) = x daca §i numai daca x G A. intr-adevar, putem scrie, in mod unic 
x = a + bcuaeA,b<EB. Prin detinifia lui p AB avem p AB (x) = a. Egalitatea p AB (x) = x 
daca §i numai daca b = 0, adica daca §i numai daca x = a G A. Aplicafia liniara p AB , 
p AB (a + b) = a se numete proiecfia lui Vpe A paralela cu B. Sa presupunem ambii membri ai 
egalitatii p AB (a + b) = a, endomorfismului p AB : 

P 2 A, B ( a + b ) = Va,M =Cl = PA. B ( a + b )' 
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Astfel, proiecfia p AB are proprietatea ca pentru orice x £ V, avem relafia p 2 AB (x ) = p AB (x); 
prin urmare p 2 A = p AB , p AB este idempotent. 

Reciproc, are loc 

Teorema 11.11. Un endomorfism f £ L(V, V), care indepline§te conditio f 2 = f este o proiecpie a 
Ini V. 

Demonstrate. Intr-adevar, sa punem A = Im(/) §i B = ker(/). Orice vector x £ V satisface 
egalitatea x = f(x) + (x — f(x)), Obsevam ca x — f(x) £ ker(/). Intr-adevar, 

f(x) £ f{v) = A,f(x - /(*)) = f(x) - f 2 {x) = f(x) - f(x) = 0, 

deci x — f(x) £ B. Astfel V = A + B. Observam apoi ca daca y aparfine intersectiei A n B, 
atunci f(y) = 0 §i exista x £ V, astfel incat y = f(x). Rezulta 

0 = /(y) = /(/(*)) = f 2 ( x ) = /(*) = y- 


Prin urmare AflB = 0^. Acest lucru inseamna ca suma A + B este directa, adica compo- 
nentele f(x) si (x — f(x)) ale lui x in A, respectiv in B sunt unic determinate. □ 


A§adar aplicatia idempotenta / este de fapt proiectia 

spa^iului V pe A := Im(/) de-a lungul lui B := ker(/), adica / = p tm(fj kcr!f] - 


Corolarul 11.12. Orice baza (e\ / ... / e r ) a lui A = Im (/) §i orice baza (e r+ i, ...,e n ) a lui B = 
ker(/), luate impreund formeaza o baza R = (e \,..., e n ) a lui V; fa$a de aceasta baza, ecualiile lui f 
sunt: 

f(ei) = e if 1 < i < r,f(ej) = 0,r + 1 < j < n. 

Matricea lui f fata de aceasta baza are forma 

/ 1 ••• 0 0 ••• 0 \ 


0 ••• 10 ••• 0 

0 ••• 00 ••• 0 

\0 ••• 0 0 ••• 0 / 


11.7.2 Simetrii vectoriale 

Strans legate de proiectiile unui spatiu vectorial, sunt involutiile (de ordinul 2), ale lui V, sau 
simetriile lui V. 

Definifia 11.7. Se numeste involute a unui spatiu vectorial V un endomorfism a al lui V care 
verifica ecuatia a 2 = l v (aplicatia identica). 

Legatura dintre involutiile §i proiectiile lui V este data de 

Teorema 11.13. Presupunem ca spatiul vectorial V are corpid scalarilor K de caracteristica diferitd 
de 2. Atunci endomorfismul p : V —> V este o proiectia daca si numai daca a = 2p — 1 V/ este o 
involute. 
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Demonstrate. Prin calcul direct, din relatia 

cr 2 = 4 p 2 -4p + l v , 

deducem ca p 1 = p => <j 2 = l v . Reciproc, daca a 2 = l v , atunci4(p- — p) = 0. A§adar, pentru 
orice x <E V avem 4 (p 2 (x) — p{x)) = 0 §i deoarece char(R) 7 ^ 2, rezulta p 2 (x) — p(x) = 0, de 
unde rezulta p 2 = p. 

Daca p este o proiectie pe subspatiul A de-a lungul subspatiului B, atunci A se numeste 
axa, iar B direcfia simetriei a = 2p — l v .\3 

Corolarul 11.14. Presupunem ca spapiul vectorial V are corpul scalarilor K de caracteristicd diferitd 
de 2. Fie p : V —> V 0 proiectie a lid V §i a = 2p — l v involipia asociata §ifie x un vector din V: 
urmdtoarele condign sunt echivalente: 

1 . x = p(x), 

2 . x = a(x). 

De asemenea sunt echivalente: 

1 . p(x) = 0, 

2. cr(x) = —x. 

Corolarul 11.15. Presupunem ca spatiul vectorial V are corpid scalarilor K de caracteristicd diferitd 
de 2. Fie p : V —> V 0 proiectie a lui V §i a = 2p — l v involupia asociata. O baza (e\,...,e r ) a 
subspatiului vectorial A := Im (p), impreuna cu 0 baza (e r+ \, ...,e n ) a subspatiului B := ker (p) ne 
da 0 baza (e\,..., e n ) a spatiului vectorial V pentru care cr(ej) = e;, 1 < i < r, cr{ef) = — ej, r + 1 < 
j < n unde cr = 2p — l v . A§adar reprezentarea matriceaa a lui a fata de aceastd baza are forma 

/ 1 . 0 \ 

: 1 : 

: -1 ; 


Teorema 11.16. Orice aplicatie liniard f : V —> W poate fi obtinutd compundnd 0 proiectie 
p : V — > piy) cuo aplicatie liniard injectivd g : p(V) —> W. 

Demonstaiie. Fie U un subspa^iu suplimentar al lui ker(/) in V, adica V = ker(/) © U. 
Restricjia lui / la U, g = f\ u este o aplicatie injectiva, caci x G U,g(x) = 0w implica x G 
U D kerf = 0 y. Descompunerea unica a elementului x G V, 

x = y + z, cu y G ker(/),z G U, 


define§te o proiecjia lui V pe U paralela cu ker(/), adica 

PuMr(f) :V ^ V 'P( X ) = Z - 

Din egalitatile 

f(x) = f(y)+f(z) = f(z) = f(p{x)) = g(p(x)), 
care au loc pentru orice x G V, deducem ca / = g o p.D 
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11.8 Probleme 

1. Intr-un spafiul afin 5-dimensional X se considera reperul afin (A 0 , A 1 , A 2 , A 3 , A 4 , A 5 ), 
reperul cartezian asociat R si endomorfismul afin / : X —7 X definit de relatiile 

/(A 0 ) = A 1 , /(A 1 ) = A 2 , /(A 2 ) = A 0 , /(A 3 ) = A 4 ,/(A 4 ) = A 5 ,/(A 5 ) = A 3 . 

(a) Sa se scrie ecuajiile lui / fafa de reperul cartezian R asociat reperulu afin dat. 

(b) Sa se determine ecuatiile §i dimensiunea varietatii afine 

Fix(/) = {M G X | /(M) = M}. 

(c) Aratati ca / este bijectiva §i determinati ordinul lui / in grupul permutarilor lui 
X. 

Solute. 
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2 . Daca X este un spajiu afin doi dimensional §i / : X —> X este o aplicajie afina astfel 
incat Tr(/') = 0 , aratafi ca / o f este o omotetie sau o aplicajie constants. 

Solute. Din teorema Cayley-Hamilton rezulta ca \f '] 2 = Tr[/ / ])[/ / ] — (det[/ / ])l2 = 
— (det[/ / ])/2- Pe de alta parte. 


(fof)(M)(fof)(N)=f' f(M)f(N) =/' If'(MN) =(/'o/')(MN) 


A§adar 


(f'ofXMN) 


= [/'=/'] 


l(fof)(M)(fof)(N)] b = l 

= Lf']?[MN)] 1 , = -(detLf'])[MN)] l „ 

unde b este o baza ordonata a lui X . Prin urmare 


(/ ° f)(M )(/ ° f){N)= -(det \f']) MN, VM,N e X, 

adica / o f este intr-adevar o omotetie de raport — det[/'], daca det[/ ; ] 7^ 0 §i este 
constants daca det[/'] = 0. 

3 . Daca / : X —> X este o aplica^ie afina bijectiva de ordin finit (automorfism afin de 
ordin finit) in grupul automorfismelor afine ale lui X, sa se arate ca / are cel putin un 
punct fix. 

Solupie. Daca 0 = ord(/) §i M G X, atunci 

0 0 0 

este un punct fix al lui /. intr-adevar 

/ Qm + \f(M) + • • • + + If - 1 (M) 

= \m) + \f 2 m + • • • + l -r l m + 

= -M+-f(M) + --- + -f 0 ~ 1 (M). (11.3) 

0 0 0 



4 . Daca / : X —> X este o aplicafie afina bijectiva de ordin finit (automorfism afin de 
ordin finit) in grupul automorfismelor afine ale lui X care are un punct fix unic, sa se 
arate ca id -> + f + (/ ; ) 2 + ■ ■ • + (/ / ) 0 ^ 1 = 0, unde 0 = ord(/). 

—<> —> 

Solufie. Fie v =MN un vector din X- Deoarece centrele de greutate 

-M + -f(M) + • • • + -/° _ 1 (M) §i -N + -f(N) + • • • + - f°~\N ) 

0 0 0 0 0 0 

ale sistemelor de puncte M,/(M),.. .,/°“ 1 (M) §i N,f(N),... ,f°~ 1 (N) sunt puncte 
fixe ale lui / §i / are un singur punct fix, deducem ca cele doua sisteme de puncte fixe 
au acela§i centru de greutate, §i deci, folosind problema Q, deducem ca 

-> -> -> 

MN + ) + • • • + f 0 ~ 1 (M)f°- 1 (N)= 0 , 
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adica 

MN +f'(MN ) + • • • + (Z 0 ” 1 )' MN ) = 0 <*v + f'(v) + • ■ • + C/ 7 ) 0-1 ^) = 0 

«( Mj +/' + (/') 2 + -" + (/ , )”- 1 )(®)= 0 . 

5. Daca X este un spafiu afin n-dimensional peste un corp de caracteristica > n + 2 §i 
{A 0 , A 1 ,.. .,A n ) un reper afin al lui X, sa se arate 

«j+/' + (/') 2 + ' ■■ + (/')" = 0 

unde / : X —> X este aplicatia afina bijectiva definita prin 

f(A°) = A\ /(A 1 ) = A 2 , ■ ■ ■ ,f(A n ~ l ) = A”, /(A H ) = A 0 . 


Solufie. Este suficient sa aratam ca / are unpunct fix unic. Observam mai intai ca 
centrul de greutate 


n + 1 


A° + 


1 A x + 


n + 1 


+ 


n + 1 


A h 


este un punct fix al lui /. Pentru a scrie ecuatiile lui / folosim formula [/(M)] r = 

[f']b[M]R + [/(A 0 )]^, unde R = (A°,e i =A°A 1 ,.. .,e n =A°A 1 ) este reperul cartezian 
asociat reperului afin dat. Observam mai departe ca 


f(e i )=f(^A i ) =f(A°)f(A i ) = 


A 1 A I+1 =A°A !+1 


- y 

A 1 A 0 = -ci 


- y 

A 0 A 1 = —e\ + ei + \ daca 1 < i < 


daca i = n. 


Prin urmare relafia = [/']^[M]r + [/(A 0 )]^ este echivalenta cu 



' -i 

-1 

0 

-1 

-1 ■ 



’ y i 


i 

0 

0 

0 

0 


X\ 


' 1 ' 

yi 


0 

1 

0 

0 

0 


X2 


0 

= 








+ 


V3- 








x 3 : 



y n 


0 

0 

0 

0 

0 


Xn 


0 


0 

0 

0 • • • 

1 

0 




Asadar, ecuatiile lui / sunt 

1/1 = — Xi — X2 ~ ■ ■ ■ ~ X n + 1 
3/2 = *1 

< ¥3 = *2 

Xfn = Xn— 1 - 

Daca M este un punct fix al lui f, atunci coordonatele sale sunt printre solutiile sis- 
temului de ecuatii liniare 

X\ = ~X\ — X2 ~ • • • — X n + 1 
X2 = X\ 

< X 3 = X2 

Xn = X n —\. 
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Acesta are o singura solute 


— %2 — * * * — OCyi — 


n +1 


care reprezinta, de altfel, coordonatele baricentrului 

——j-A° H--A 1 H-1- A n 

n +1 n +1 n +1 

fata de reperul cartezian R. A§adar / are un punct fix unic, iar concluzia rezulta acum 
via Problema Q. 

6. Fie : X —> Y (r > 2) aplica^ii afine §i ..., oc r G K, d\ + • • • + = 1. Sa se 

arate ca aplicafia / := ocifi + • • • + oc r f r '■ X —> Y, f(M ) = «i/i(M) + • • • + oc r f r (M ) 
este o aplicafie afina. 

Solujie. observam ca 

f(A)f(B) = £ Xidj £ a? MA)/m + £ «i*j f,(A)f,(B) 

i,j= 1 i=l i,;'=l 

= E 4 /i(^)/,(s) + EE «i*,- /i(^)/,(B) ■ 

7=1 7=1 j=i 

Observam insa ca avem succesiv: 

LL^i f‘(A)fl(B)= EE^i/iWiW » EE«i«i (/;(S)/,A) + fi(A)fi(B) 
i= 17=1 i=l 7=1 z'=l y=i V 

;Ai 

r r -v 


i =1 

;W 


^ J>* ; - ( fj(B)fi(B) + fi(B)fj(B) ) = 0 
*'</' 


A§adar 


-A r r 


f(A)f(B) = £4f i (A)f i (B)+££ mj f i (A)f i m 

7=1 7=1 ;=1 

iYi 


-A r r 


= E*< A(^)//(B) + EE*i*7/.U)/i( B ) 

7=1 


E 

7=1 


( \ 

7=1 7=1 

( \ 


7=1 

fi(A)f,(B)= £x, 

7 = 1 

Dii + ^ flty 
7=1 

f'i(AB) 


V 


V / 


= L*ifi(AB)= I ( AB )’ 


7=1 


,7=1 


Prin urmare / este intr-adevar afina §i f = E 

7=1 
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7. intr-un spafiu patru dimensional X se considera reperul afin (A 0 , A 1 , A 2 , A 3 , A 4 ), repe- 

rul cartezian asociat R = (A 0 , A 0 A 1 , A 0 A 2 , A 0 A 3 , A 0 A 4 ) §i endomorfismele afine s, p : 
X — > X definite de relatiile 

p(A°) = pfA 1 ) = ±A° + jA\ p(A 2 ) = p(A 3 ) = l -A 2 + ^A 3 , p(A 4 ) = A*, 
respectiv s = 2 p — idx- 

(a) Sa se scrie ecuatiile lui s fata de reperul cartezian R. 

(b) Aratati ca s este involutiva. 

(c) Sa se determine ecuatiile §i dimensiunea subspatiului afin 

Fix(s) = {M e X | s(M) = M}. 


Sohijie. ( [7a] ) Observant in primul rand ca 

[s(M)]k = [(2p - id x )(M)] R = 2 [p(M)]jj - [M]k = 2 [p'] b [M] R + 2[ V (A°)] R - [M]s 
= (2[p'] ll -/ 4 )[M] R +2[p(2l 0 )] J! . 

§i amintimca pe coloanele matricii [p')\, apar coordonatele vectorilor p\e\), p'fa), p'(^), p\e^) 

-> 

tafa de baza ordonata b = [e\, e 2 , £ 3 , e^], unde e, =A°A' pentru i G {1,2,3,4}. 


p'(e 1 ) =A°A 1 =p(A°)p(A 1 ) = 0 
2 ) 


0 Z.2_ ( A 0\„( a 2\_ A oSi~A2\ aoZ7^0\_ 1 a0^2 1 a 0^3 1 a 0~A 


A U A 2 =p(A u )p(A 2 )=A u p(A 2 ) - A u p(A u ) = 2 A U A 2 + 2 A U A 3 -2 A U A 

111 

~2 e i + 2 e2 + 2 63 


p'(o) = 

P'(«4) = 
A§adar 


A°A 3 =p(A 0 )p(A 3 )=p(A°)p(A 2 )= + ^e 2 + ^e 3 


1 


A U A 4 =p(A u )p(A 4 )=A u p(A 4 ) - A u p(A u )=A u A 4 A U A = -^i + e 4 . 


[A = 


0 

0 

0 

0 


1 

a 

1 

2 

1 

2 

0 


1 

a 

1 

2 

1 

2 

0 


0 

1 


adica 


[s']fc = 2 


0 

0 

0 

0 


1 

"2 

1 

2 

1 

2 

0 


1 

'2 

1 

2 

1 

2 

0 


0 

1 


■ 1 

0 

0 

1 

0 


■ -1 

-1 

-1 

-1" 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

1 
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Asadar, ecuatiile lui s sunt 


x' = —x — y — z — w + 1 

y' = z 

t! = y 
w' = w 


( |7b| ) Pentru a arata ca s este involutiva este suficient sa aratam ca [(s o s)(M)] R = [M] R 
pentru orice MG X. In acest sens observam ca s(A°) = 2 p(A°) — A 0 = A 1 


[(s o s )(M)] r = [s'] fc [s(M)] R + [s(A°)] r = [sf]l[M\ R + [^(A 0 )]* + [s(A 0 )] 


R 


= [M]r + 


■ -1 

-1 

-1 

-1 ■ 


■ 1 ■ 


■ 1 ■ 

0 

0 

1 

0 


0 

+ 

0 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 


0 


= [M] R , VM g x. 


c]) Ecuatiile subspatiului afin Fix(s) sunt 

x = —x — y — z — zv + 1 
y = z 
z = y 
10 = w 




2x + 2y + w = 1 
y-z = 0 


adica Fix(s) se identified cu varietatea liniara 

{(1/2 — z — 1/2 w,z,z,w) G X 4 | z, w G K} = 

= (1/2,0,0,0) + (z(—1,1,1,0) + w(—1/2,0,0,1) | z,weK} 
= (1/2,0,0,0) + ((—1,1,1,0), (—1/2,0,0,1)) 

= ( 1 / 2 , 0 , 0 , 0 ) + ((— 1 , 1 , 1 , 0 ), (— 1 , 0 , 0 , 2 )), 


adica Fix(s) este un subspafiu afin 2-dimensional al lui X. 


8. Intr-un plan n C V se considera reperul afin (Aq, A\, A 2 ), reperul cartezian asociat R 
§i endomorfismul afin / : X —> X definit de relatiile 

/(A 0 ) = -Aq + - Ai, /(Ax) = -Ai + -A 2 , /(A 2 ) = -A 2 + -A 0 

(a) Sa se scrie ecuatiile lui / fata de reperul cartezian R. 

(b) Aratafi ca / este un automorfism afin al lui X de ordin infinit. 

(c) Sa se determine varietatea afina Fix(/). 


—y —y —y —/ —y —/ 

Solute. ([8a]) Reperul cartezian asociat este R = (O, e\, e 2 ),unde Ci=AoAi §i e 2 =AoA 2 
Ecuatiile lui / sunt date de formula \f(M)] R = [M] R + [/(Aq)] r , unde b este baza 

ordonata [ e i, e 2 ] a direefiei lui n. Reprezentarea matriceala a urmei lui / fafa de 
b se deduce calculand valorile lui f pe elementele bazei b: 


f'( e l) — / ; (AoAf) —/(A 0 )/(Ax)— - A 0 Ax +- A 0 A 2 +- AxA 2 

1 1 -> 1 . 1 ->■ 

= 4^1+4 e 2 +4(^2 - ei) = - e 2 

f{ e i) = / / (A 0 A 2 ) =/(A 0 )/(A 2 )= - A 0 A 2 +| AxA 2 +- AxA 0 


1 ->■ 1 ,->■ ->■ . 1 ->■ 1 ,->■ 

= 4 e 2 +-(e 2 - ex) -4 <?i= -(e 2 


—> 


l)- 
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A§adar 


[ f']b = 


0 - 

1 

2 


§i deci ecuafiile lui / sunt 


§i [/(Ad)]r — [Ai/(A})]fo — 


/ 1 1 
* = -2^ + 2 
/ 1 1 
y = 2 x + 2 y 


2 6,1 


( 8 b) Deoarece \f']b este nesingulara deducem ca f este un izomorfism liniar §i deci 
/ este bijectiva. Deoarece det[/'];, = \ deducem imediat ca nu poate avea or- 
dinul finit. Un alt mod de a arata ca [f']b nu are ordinul finit revine la calculul tuturor 
puterilor lui 

L fib = ^ ( 1 1 ) = \ M ’ Unde M = ( 1 1 ) ' §i ded ^ = MVn - L 


Cum insa 


M 2 = 


M 3 = 


0 -1 \ / 0 -1 \ _ / -1 -1 
i lyv 1 1 )~\ 1 0 

-1 -l \ / o -l \ _ / -1 o 

1 0 y y 1 1 J ~ ^ 0 -1 

M 4 = -M, M 5 = -M 2 , M 6 = M 3 • M 3 = Z 2/ 


= — 1 2 


deducem ca 


\f\b = 


— td> 

2 n Tt 

daca n 

= 6k 

—M 

2 n 

daca n 

= 6k+ 1 

Z-M 2 

2 n 

daca n 

= 6k+ 2 

^-M 3 

2 n 

daca n 

= 6 k+ 3 

--*-M 

2 n 

daca n 

= 6k + A 

~^-M 2 

2 n 

daca n 

= 6 k + 5, 


adica [f’fl 7 ^ id ^ pentru orice n > 1 si deci f este bijectiva §i de ordin infinit. Prin 
urmare / este bijectiva de ordin infinit. 

( | 8 cj l Ecuatiile subspatiului afin al punctelor fixe ale lui / se obtin egaland x! cu x §i if 
cu y in ecuatiile lui / §i astfel obtinem: 


* = -\y+\ 


y = 2 * + \y 


1 


2x =— x + 1 ^ _ _ 

y = x x ~ lJ ~ 3 ' 

fapt care arata ca centrul de greutate G = \Aq + + iA 2 al triunghiului AoAiA 2 

este singurul punct fix al lui /. 
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12 Saptamana 12. Proiec(iile §i simetriile planului §i spa(iului 

12.1 Ecuajiile proiecjiilor §i simetriilor planului 

12.1.1 Punctul de intersec^ie a 2 drepte neparelele 

Consideram 2 drepte 

d . x- x 0 = y -t/o 
p ~ q 

§i A : ax + by + c = 0 care nu sunt paralele intre ele, 

ap + bq 0. 

Ecuafiile parametrice ale lui d sunt: 

{ X = Xq + pt 

y = yo + qt, t E 1R 


Valoarea t G R pentru care aceste ecua^ii intersecteaza dreapta A poate fi determinata 
prin impunerea conditiei pe punctul de coordonate 

(x 0 + pt,y 0 + qt) 

pentru a verifica ecuatia dreptei A, §i anume 

a(xo + pt ) + b(yo + qt) + c = 0. 


Prin urmare 


t = 


ax o + by 0 + c _ F(x 0 ,y 0 ) 

ap + bq 


ap + bq 


unde F(x,y) = ax + by + c. 

Coordonatele punctului de intersectie d Hi A sunt: 

F(x 0 ,y 0 ) 
*0 V i / 

op + & 
F(x 0 ,y 0 

^ ap + bq 


12.1.2 Proiec^ia planului pe o dreapta paralela cu o alta dreapta data 


Consideram 2 drepte 


d . x- x 0 = y - i/o 
p q 


§i A : ax + by + c = 0 care nu sunt paralele intre ele, ap + bq ^ 0, precum §i proiecjia 
PM ■ tc —7 A a planulu ambiant pe dreapta A avand di recti a d. Coordonatele punctului 

PaA m ) sunt 



F(x m , y M ) 
^ ap + bq 
F(xm,}/m) 
^ ap + bq 
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unde F(x,y) = ax + by + c. 

In consecinta, vectorul de pozitie al lui p Ad (M) este 


unde 


d = p +gf. 



OM 


HM) 

ap + bq 


12.1.3 Simetria planului avand axa §i direcjia drepte concurente prescrise 


Daca d si A sun ca in sectiunea anterioara, atunci pentru a determina ecuatiile simetriei 
s A,d : > 7r de axa A §i direcjie d observam ca pentru vectorul de pozitie s A ^(M) avem: 



OM + Os AA {M) 

2 


adica 


unde F(x,y) 
sunt: 


Os A/d (M) = 2 Op A4 (M) — OM = OM — , 

ap + bq 

ax + by + c. Astfel, coordonatele lui s AA (M) in termenii coordonatelor lui M 


x M ~ 2 p 

Vm ~ 2q 


F(x M/ y M ) 
ap + bq 
F(xm, Pm) 
ap + bq 


12.2 Ecuatiile proiecjiilor §i simetriilor spajiului 

12.2.1 Punctul de intersec^ie al unei drepte cu un plan 

Consideram o dreapta 

d _ x-xq = y-yo = z-zp 
p q r 

neparalela cu planul 

tc : Ax + By + Cz + D = 0 

adica 

Ap + Bq + Cr ^ 0. 

Ecuatiile parametrice ale lui d sunt: 

{ X = Xq + pt 

}l = 3/o + qt, f G K 
z = zo + rt 

Valoarea t G 1R corespunzatoare punctului de intersectie dintre dreapta d §i planul n poate 
fi determinat prin impunerea condi tiei ca punctul de coordonate: 

(x 0 + pt r y 0 + qt,zo + rt) 

sa verifica ecuatia planului, si anume 

A(xg A pt) + B(yo ~F qt) + C(zg + rt) + D = 0. 
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Prin urmare, 

t = Ax 0 + By o + Cz 0 + D = F(xo,yo,z 0 ) 
Ap + Bq + Cr Ap + Bq + Cr' 

unde F(x,y,z) = Ax + By + Cz + D. 



Coordonatele punctului de in ter sec tie d D n este: 


( 




Xq — p 


y o-q 


zo + r 


F(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

Ap + Bq + Cr 
F(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

Ap + Bq + Cr 
F(x 0 ,yo,z 0 ) 
Ap + Bq + Cr 


( 12 . 1 ) 


12.2.2 Proiec^ia spa^iului pe un plan paralela cu o dreapta 

Consideram o dreapta 

d _ x-x 0 = y-y 0 = z-zp 
p q r 

neparalela cu planul n : Ax + By + Cz + D = 0, adica 

Ap + Bq + Cr ^ 0, 


precum §i proiec(ia p n ^ : V —> n C V a spa(iului pe planul n, paralela cu d (adica avand 
direc(ia (d) §i imagine n). Coordonatele punctulu p n ^{M) 


_ F(x M ,y M ,ZM) 
Xm P Ap + Bq + Cr 
F(xm,}/m,Zm ) 
^Ap + Bq + Cr 

F{xm,Vm,zm) 

Z M + r 4n T Rn Z r/ 


unde F(x,y,z ) = Ax + By + Cz + D. 
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OM 


f (M) y 

Ap + Bq + Cr 


12.2.3 Simetria fa|a de un plan paralela cu o dreapta 


Consideram o dreapta 


d . x~ x o = y-y Q = z-zp 

p q r 


neparalela cu planul n : Ax + By + Cz + D = 0, adica 


Ap + Bq + Cr ^ 0 


precum §i simetria de axa n §i directie d s TZrC j(M), M G P. Pentru vectorul de pozitie al lui 
s 7 i,d(M) avem: 

OPn,d{M ^ 

adica 

Os M (M) = 20 Vn4 (M)-0& = 0ivl-2 C) , 7. 

Astfel, coordonatele lui s^ 7r (M), in termenii coordonatelor punctului M, sunt: 



/ 




- 2 p 

3/m - 2^ 

ZM-2r 


f (^M/J/M/Zm) 
Ap + Bq + Cr 
F(xm, Pm, zm) 
Ap + Bq + Cr 
F (^M/I/M/Zm) 
Ap + Bq + Cr 


Observalia 12.1. 1. p M o p M = p M . 

2- Sjz,d ° Sn,d — id-p. 

3- SjT r d ° Pzryi ° $71,d Pn,d' 
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12.2.4 Proiec^ia pe o dreapta paralela cu un plan dat 

Consideram o dreapta 


d : 


x-x 0 _y-y o _z-z 0 


p q r 

neparalela cu planul n : Ax + By + Cz + D = 0, adica 

Ap + Bq + Cr ^ 0, 

precum §i proieclia p dr7T : V —* d a spliului afin V avand imaginea d §i direc^ia data de 
di recti a lui n 

Coordonatele lui Pd /7r (M), in termenii coordonatelor lui M, sunt: 

G M (xo,yo,z 0 ) F(M)-F(A 0 ) 

0 ^ Ap + Bcj + Cr 0 ^ Ap + Bcj + Cr 

_ G m (x o,yo,z 0 ) _ F(M)^F^Ao} 

^ Ap + Be] + Cr ^ Ap + Bq + Cr 

G m (x 0/ i/o / zo) F(M) ~ F(A 0 ) 

0 Ap + By + Cr 0 Ap + By + Cr' 

unde G M (x,y,z) = A(x - x M ) + b(y - y M ) + C(z - z M ) = F(M) - F(A 0 ), iar 

F(x,y,z) = Ax + By + Cz + D. 

in consecinla, vectorul de pozifie al p^ /7r (M) este: 

A 




unde A 0 (x 0/ yo/Zo). 



12.2.5 Simetria fa^a de o dreapta paralela cu un plan 

Consideram simetria s d/ n : "P —>■ "P avand axa d §i direciia data de direciia lui n. Vectorul de 
pozi^ie al punctului s d /7r (M) este: 


Op d ,n( M ) = 


OM + Os drJI (M 


= 20p di „(M) - OaI = 20^ - OaI + 2 *AC t. 
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12.3 Probleme 


1. Daca R reperul cartezian al planului fata de care ecuatia dreptei A este A : ax + by + c = 
0, iar ecuafia dreptei d, neparalela cu A, este 


d : 


aratafi ca 


[p&A m )]r — 


1 


X- X 0 _ IJ -y o 

v ~ q 

bq —bp 


ap + bq \—aq ap 
Solupie. intr-adevar, avem succesiv: 


[PaA m )]r = 


( 1 - 


( F A,y) \ 

Ap + bq 
F (x,y) 

\ ap + bq ) 
pa 


[M]k - 


/ 

x — p 


tf], 


y-q 


x - 


pb 


y 


ap + bq 

ax + by + c\ 

ap + bq 
ax + by + c 

ap + bq 

pc \ 


ap + bq ap + bq J ap + bq 


qa 


\ ap + bq 
bq 


x + (1 — 


qb 


:)y- 


qc 


ap + bq - ap + bq 


x — 


bp 


~}J 


C P \ 


ap + bq ap + bq “ ap + bq 
aq ap cq 

V ap + bq X ap + bq^ ap + bq) 


1 ( bq —bp 

ap + bq \ —aq ap 
1 f bq —bp 


ap + bq \—aq ap 


[M] r - 


P 

ap b q \q 
c 

ap + bq 


+ii 


2. Daca R reperul cartezian al planului fata de care ecuatia dreptei A este A : ax + by + c = 
0, iar ecuafia dreptei d, neparalela cu A, este 


d : 


x-x 0 _y-y o 


P 




aratati ca 


[SA,d(M)] R - 


ap + bq 

Solupie. intr-adevar, avem succesiv: 


bp — aq —2 bp 

—2 aq ap — bq 


[M] r - 


2 c 


ap + bq 


\j'\i 


W“)l* = [Os m (M)]i, = [OM], - 2 


F (M) 

ap + bq 


( ax + by + c \ 

ip 


-2 




ap + bq 
ax + by + c 


\ 1 ap + bq / 


A 

( n ax + by + c \ 

x — 2 p - - - 

ap + bq 

„ ax + by + c 

y - 2 q - J - - 

ap + bq 


{ 12 . 2 ) 
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/ 

V 

/ 


( 1-2 


ap 


)x — 2 


pb v _ 2 pc 


\ 


ap + bq ap + bq ap + bq 


-2 


(TCj 


ap + bq 
bq — ap 


x + (1 — 2 ^ bC j — )y — 2 qC 


x — 2 


'ap + bq 
bp 


y- 2- 


ap + bq 
pc 


\ 


- 2 - 


ap + bq ap + bq - ap + bq 

aq ap — bq n , , ac 

x H— 5— 2 displaystyle 


\ ap + bq ap + bq 
1 f bp — aq —2bp 


ap + bq \ — 2 aq ap — bq 

1 / bp — aq —2bp 


ap + bq 
2 c ( p 


[M] R - 


ap + bq \ q 
2c ■$)> 


ap + bq \ —2 aq ap — bq J ap + bq 1 

3. Presupunem ca R = (O, b) este reperul cartezian fata de care ecuatia unei drepte d este 


(d) 


x — xq _ y — i/o _ z — z o 


p q r 

iar ecuafia planului (zr), neparalel cu (d), este (zr) Ax + By + Cz + D = 0. Aratafi ca: 

(a) 


[_Pn,d(M)] R — 


1 


Bq + Cr —Bp —Cp 
—Aq Ap + Cr —Cq I [M] r — 


D 


Ap + Bq + Cr 1 _ Ar _ Br Ap + Bq 


Ap + Bq + Cr 


(b) 


—Ap + Bq + Cr —2 Bp 

( Ap+Bq+Cr)[s n4 (M)] R =\ -2 Aq Ap-Bq+Cr 

-2 Ar -2 Br 


7 

unde d (p, q, r) este vectorul director al dreptei (d). 
Solute. 


-2 Cp 
-2 Cq 

Ap+Bq — Cr 


[M\ R - 2 D[d] b , 
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4. Presupunem ca R = (0, b ) este reperul cartezian fata de care ecuatia unei drepte d este 

(d) x — x ° - y ~y° ~ z ~ z ° 

p q r 

iar ecuafia planului (n), neparalel cu (d), este (n) Ax + By + Cz + D = 0. Aratafi ca: 
(a) 

[P 7 i,d\b 


Bq + Cr —Bp —Cp 

A „ ^ . — Aq Ap + Cr —Cq 

Ap +Bq + Cr ^ _ Ar _ By Ap + Bcj 


(b) 


[®7T,d] b 


1 


Ap + Bq + Cr 


—Ap + Bq + Cr 
—2Aq 
-2 Ar 


—2 Bp -2Cp 

Ap — Bq + Cr —2 Cq 

—2 Br Ap + Bq — Cr 


Solute. 
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5. Aratati ca doua drepte paralele sunt proiectate, de orice proiectie p nA {, in doua drepte 
paralele sau in doua puncte. 

Solute. 
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6. Aratati ca doua drepte paralele sunt transformate, de orice simetrie s n ^, in doua drepte 
paralele. 

Solute. 
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13 Saptamana 13. Perpendicularitate §i distan(e 

Definitia 13.1. Un prodns scalar (•, •) pe spa^iul vectorial E, este o forma biliniara, si- 
metrica, pozitiv definita; prin urmare nedegenerata. Un spatiu vectorial real E, finit 
dimensional, pe care s-a definit un produs scalar, se nume§te spavin vectorial euclidian. 
Doi vectori x §i y dintr-un spafiu vectorial euclidian E se numesc ortogonali (perpen- 
diculari) daca (x,y) = 0. 

Vom noata cu E un spatiu euclidian n-dimensional dotat cu un produs scalar (•,•). 

Definitia 13.2. Spatiul afin real n-dimensional E n se numeste euclidian daca spatiul 
vectorial asociat E = £ n este un spatiu euclidian. 

Definitia 13.3. Varietatieie liniare (subspatiile afine) L\ si E 2 ale lui E n se zic perpendic- 
idare §i se scrie L\ _L E 2 daca D(Li) C D(E 2 ) _L sau D(Ei) U D(E 2 ) _L . 

in cazul dim L\ + dim E 2 = n observam ca varietajile liniare L\ §i E 2 sunt perpendicu- 
lare daca §i numai daca D(Li) = D(E 2 ) _L . in acest caz varietatile L\ §i E 2 se zic normale. 

Propozifia 13.1. Intersec$ia a doud varietdti normale este un punct. 


13.1 Distan^a de la un punct la un hiperplan 

Definitia 13.4. Se nume§te distant a dintre punctele A, B G £ n lungimea vectorului AB. 

Aceasta se noteaza cu S(A, B) sau | AB |. Prin urmare S(A, B) = || AB || = S(B, A). Mai 
mult functia S : E n x E n —> 1R este o metrica pe E n . 

Propozifia 13.2. In spatiul afin euclidian £„ se considerd punctul P §i hiperplanul H care nu 
confine punctul P. Pentru Q G H urmatoarele afirmafii sunt echivalente: 

(a) Dreapta PQ este perpendiculara pe H (Q este piciorul perpendicularei din P pe H); 

(b) IPQI = min \PM\. 

MeH 


S (P, Q) = min |PM| se nume§te distant a de la punctul P la hiperplanul H si se noteaza 

cu S(P, H). Presupunem ca spafiul afin euclidian £ n este raportat la un reper cartezian 
ortonormat R = (O, e\ 


Propozifia 13.3. (Distant a de la un punct la un hiperplan) Distant a de la punctul P{p\,... ,p n ) £ 
E n la hiperplanul H : a\X\ + • • • + a n x n + b = 0 este 


S(P r H) 


a\p\ + • • • + a n p n + b 



Demonstrafie. Ecuatiile perpendicularei pe H prin P sunt 

*1 ~ Pi = . . . = X n ~ Pn 
a 1 a n 
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iar ecua^iile ei parametrice sunt = p, + tcij, i = 1,... ,n. Valoarea lui t pentru care 

(pi + tai,...,p n + ta n ) G H 

este 


t = 


a lPl + • • ' + d n p n + b 
fl? + • • • d - fl« 


Asadar coordonatele proiectiei ortogonale Q a punctului P pe hiperplanul H sunt 

a lPl + • • • + U n pn + b 


Cji pi Cl[- 


U-] -t- • • • -f- U r 


adica 


S(P,H) = S(P,Q) = JE(Pi~<u) 
\ci\P\ + • • • + a n p n + b | 


• • • + fl(y 


□ 


Propozitia |13.2| ramane adevarata daca inlocuim hiperplanul H cu o varietate liniara 
oarecare L. Intr-adevar, este suficient saconsideram subspatiul afin af({P} U L) in care 
L este un hiperplan. 


13.2 Distan^a de la un punct la o varietate liniara 


Propozitia 13.4. Distant a de la punctul P G £„ la varietatea liniara r-dimensionald L care 
trece prin punctnl A G £„ §i are spatial director D(L) = {a\,... ,a r ^\este 


6(P,L) = 


G(a\,... ,a r ,AP ) 
\ G(a\,...,a r ) 


unde 

{b\M) (b lf b 2 ) ••• (bi,b k ) 

{bi, b\) ( b 2 ,b 2 ) ••• ( b 2 ,b k ) 

(bkfbi) {b kr b 2 ) ••• ( b k/ b k ) 

este determinantul Gramm al vectorilor b\,..., b k G E. 

Demonstrate. Vom determina pozitia proiectiei ortogonale Q a lui P pe varietatea liniara 
L. Daca D(L) 3AQ= ^ Ajflf, atunci conditia PQ_L fly,; = 1,... ,r, este echivalenta cu 

z=l 



(^A;fl z — AP, fly) 

z'=l 


0 , ; = 1 


12 Amintim ca (flj,..., a r ) se mai noteaza §i cu Span(«j,. 
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adica 

r _ ) 

Y^{ai,aj)Xi = (AP, dj), j — (13.1) 

z=l 

Determinantul acestui sistem liniar este 


G(a i,... ,a r ) 




(a r , 


(r?i, 

(dy , Cly ) 


r 

Deoarece (, a^aj) = Yh a ik a jb unde an ,..., a tr sunt coordonatele vectorului a t fata de 

i=l 

un reper ortonormat al subspatiului vectorial D(L) si vectorii a\,...,a r sunt liniar 
independent, deducem ca 


G(fli,... ,a r ) — 


U\\ • • • Cl\ r 

dy\ * * ' Clyy 


> 0. 


Mai departe avem succesiv: 


6{P,L) 2 = || PQ || 2 = \\AQ- AP || 2 = 
= iUi-APyp^jUj-A p\ 


\i=1 
r r r 


= E L( a i' a i) A i A ; - 2(AP,E V;) + (^P^P)- 

7=1 L i=l J i=l 


Folosind egalitatille (13. 1|, obtinem 


^(P,L) 2 = ^(AP / fly)A ; --2(AP / ^A ; -fl ; -) + (AP / AP) 

7=1 \ *=1 

AP, Ej Ayfly ^ + (AP, AP). 


A§adar, 


E(AP,fly)Ay = (AP,AP) -t(P,L) 2 . 


(13.2) 


i=l 


Observam ca sistemul format din ecuafiile (13.1[> §i (13.21 este compatibil daca §i numai 
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daca determinantu matricii sale extinse este nul adica avem: 

(a\,a r ) (ai,AP) 


(Cly, fll) 


(Cl r , Cl r ) 


{flrr AP) 


= 0 



(AP,ai) 

(AP,a r ) 

(AP,AP) - 

~t(P,L) 2 




(a\,a\) 

• • (cii, tty) 

(a\,AP) 


( a lr a \) 

• (a\,a r ) 

0 


(a r , a\) 

• • ( a r , a r ) 

(a r , AP) 

~ 

(a r , a\) 

(a r ,a r ) 

0 


(AP,a\) 

( AP,a r ) 

(AP, AP) 


(AP,a\) •• 

(AP , a r ) 

S(P,L) 2 

•<=> G(ai,...,a r , 

AP) — G(a\,. 

■ ■,a r )5(P, L) 2 = 

= 0, 




de unde obtinem formula dorita. 


□ 


14 Saptamana 14. Izometriile spajiului afin euclidian 

14.1 Definijii §i rezultate preliminare 

Defini|ia 14.1. O aplicafie liniara / : E —> E, se nume§te izometrie daca 

(./(«)//(&)) = (a,b), Va,b G E. (14.1) 


Rezulta u§or ca o izometrie este o aplicafie injectiva, deoarece 

f (a) = 0 => (a, a) = 0 => a = Og, 

adica ker / = 0 g. 

Teorema 14.1. O aplicatie liniara f : E —> E este o izometrie daca $i numai daca \ |/(x) 11 = 

| \x\ | pentru orice vector x G E. 

Corolarul 14.2. Singurele izometrii liniare ale Ini R sunt functia identica id R §ifunctia f : 
R —>■ R, f(x) = —x. 

Este clar ca izometriile spatiului vectorial euclidian n — dimensional E, formeaza un 
subgrup al grupului Aut(E) al automorfismelor liniare ale lui E. Acest subgrup, notat 
cu 0(E), se nume§te grupul ortogonal al lui E. 

Consideram o baza B = [e\, ...,£] ortonormata a lui E, adica (e ; -, e,-) = dp, §i izomorfis- 
mul de grup cpg : Aut(E) —> GL (R w ), definit prin / i —> [/]g, pentru orice / G Aut(E). 
□ ‘ ‘ ' ' ‘. 

Propozi|ia 14.3. Imaginea prin cpg a grupului 0(E) coincide cu grupul matricelor ortogonale 

0(n ) := {A g GE(R”) : A • A T = I n }. 

Daca f G 0(E), atunci det(f) = det\f]s = ±1. In cazul det(f) = 1 , f se nume§te izometrie 
pozitiva sau directa, iar in cazul det(/) = — 1, / se nume§te negativa sau inversa. Este 
clar ca izometriile pozitive formeaza un subgrup SO(E) in 0(E), numit grupul ortogonal 
special al lui E. 
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Propozi^ia 14.4. Presupundnd cd spafiul E este orientat, izometriile pozitive pastreaza, iar 
cele negative schimbd orientarea oricdrei haze. 

Intr-adevar, §tim ca doua baze aparfin aceleia§i orientari, daca §i numai daca matricea 
treceriiaredeterminantul > 0. Fie B = {e\,...,e n ) obazainE §i/(B) = {f{e\),—,f(e n )) 
imaginea ei prin izometria /. Propozitia rezulta din faptul ca matricea trecerii de la B 
la /(B) coincide cu \J]b- 

Sa vedem acum care izometrii sunt involutive. O simetrie cu axa A si di recti a B se 
nume§te simetrie ortogonald, daca B = A- 1 := {b G E : ( a,b) = 0, Vrz G A}. 

Teorema 14.5. Orice izometrie involutiva este o simetrie ortogonald, §i reciproc, orice simetrie 
ortogonald este o izometrie involutiva. 

Propozitia 14.6. Fie U un subspafiu al lui E, g G O(U), h G 0(IE 1 ). Atunci exista o 
singurd izometrie f G 0(E) care prelunge§te pe g §i h, adicd f\ U = g, flU 1 - = h. 

Definitia 14.2. Fie V un spatiu vectorial netrivial. Un subspatiu al lui V, diferit de V, 
se numeste propriu. Un subspatiu propriu maximal se nume§te hiperplan vectorial. 

Daca dim V = n, atunci hiperplanele sale vectoriale sunt subspatiile vectoriale ale 
lui V de dimensiune n — 1. Existenta hiperplanelor in spatiile infinit dimensionale se 
bazeaza pe urmatoarea proprietate de schimb: 

Teorema 14.7. Pentru orice subspatiu propriu X al lui V exista cel putin un hiperplan vecto¬ 
rial, care-l confine. 

Corolarul 14.8. O izometrie a spafiului euclidian E care fixeazd vectorii unui hiperplan H, 
este transformarea identica sau simetria ortogonald fa^d de H. 

Propozitia 14.9. Daca a, b G E §i \ \a\\ = | \b\\, atunci exista o simetrie ortogonald fa^a de un 
hiperplan care transformd pe a in b. 

Propozitia 14.10. Pie a un vector nenul in E §i H = (aOrice simetrie ortogonald a, 
definitd in H, fatd de un hiperplan Hi al lui H, poatefi prelungitd la o simetrie ortogonald s a 
lui E,fai;d de hiperplanul Hi + (a). 


14.2 Teorema Cartan-Dieudonne 


Teorema 14.11. Orice izometrie a lui E poate fi reprezentatd ca un produs de cel mult n 
simetrii ortogonale fata de hiperplane. 


Demonstrafie. Prin induclie dupa n = dim(E). Pentru n — 1 afirmatia este evidenta. 

Presupunem afirmatia adevarata pentru n — 1. Fie / G 0(E) §i fie a §i b vectori din E, 
cu | |a| | = | \b\ | ,f(a) = b §i s simetria ortogonala cu axa (a — b) 1 - §i direcfia (a — b). 

Deoarece a + b G (a — b)^, §i scriind 


b 


b + a 
2 + 


b — a 
2 


deducem: 


s(b) 



b + a b — a b + a — b + a 2 a 

2 2 “ 2 “ ~2 
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Atunci 


(s o f)(a) = s(b) = a. 


Rezulta ca (a) §i (a) 1 = H sunt doua subspatii invariante pentru so f. Aplicand 
ipoteza de inductie izometriei (s o f ) H, aceasta se scrie ca: 


C\ o ... o c r ,r < n — 1, 


unde Ci G 0(H), este o simetrie ortogonala fata de un hiperplan H, al lui H. Fie s, 
simetria fafa de hiperplanul H t + (a) al lui E, care prelungeste simetria ortogonala 
Ci G 0(H ). Restricfia lui s o f o s r o ... o si la H este id^. Intr-adevar 

(s of o s r O ... o Si)|H = (s o/)|h o ( s r O ... o S\)\h — Ci o ... o c r o c r o ... o C\ = id}j- 


Asadar, conform corolarului 14.8 izometria s o f o s r o ... o si este fie identitatea idf fie 


simetria ortogonala s' cu axa H. Intrucat simetriile S\,. .., s r §i s o f fixeaza a, rezulta 
ca izometria s o f o s r o ... o si fixeaza a, adica s o f o s r o ... o si nu poate fi simetria 
ortogonala s' de axa H, ci doar identitatea lui E. A§adar / = s o si o ... o s r - □ 
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